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Çàäà÷à ôîðìèðîâàíèÿ ïîðòôåëÿ èíâåñòîðà
â èíâåñòèöèîííûõ ôîíäàõ

Áîãàòêî Î.Â.

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç àñïåêòîâ òåîðèè èíâåñòèöèîí-
íîãî ïîðòôåëÿ - ôîðìèðîâàíèå ýôôåêòèâíîãî ïîðòôåëÿ ñ îãðàíè÷å-
íèÿìè íà äîëè âõîäÿùèõ â íåãî àêòèâîâ. Â ðàáîòå ïðèâåäåíû îñíîâ-
íûå ìîäåëè è àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Çàäà÷à ôîðìèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè
îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû ïîðòôåëÿ èç àëüòåðíàòèâíûõ âàðèàíòîâ ïðè íàëè÷èè
äàííûõ î äîõîäíîñòè àêòèâîâ; ñòåïåíè èõ ðèñêîâàííîñòè, âûðàæåííîé ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì èëè äèñïåðñèåé ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäíîñòè; êîððå-
ëÿöèè àêòèâîâ ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó; ïðåäïî÷òåíèé èíâåñòîðà. Òåìàòèêà
äàííîãî èññëåäîâàíèÿ îáñóæäàëàñü ðàíåå â ðàáîòàõ íîáåëåâñêèõ ëàóðåàòîâ Ìàð-
êîâèöà, Øàðïà [1,2,3].

Â ðàáîòå Ìàðêîâèöà The Optimization of a Quadratic Function Subject to
Linear Constraints â 1956 ã. áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è - Critical-
Line method. Ýòîò àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ òàê íàçûâàå-
ìîé îñíîâíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïîðòôåëÿ ïðè óñëîâèè îòñóòñò-
âèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé (âåðõíåãî è íèæíåãî) íà êîëè÷åñòâî àêòèâà,
âõîäÿùåãî â ïîðòôåëü, òàê è äëÿ ñòàíäàðòíîé çàäà÷è ïðè íàëè÷èè ýòèõ îãðàíè-
÷åíèé.

Ðàññìîòðåíèå äàííûõ çàäà÷ ïðîäîëæèë Øàðï, è â ñâîåé ðàáîòå Portfolio
theory and Capital Markets â 1970 ã. îí ïîäðîáíî îïèñàë Critical-Line algorithm è
ðàññìîòðåë ñìåæíûå çàäà÷è [2].

Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ ïîðòôåëÿ áû-
ëà ðåøåíà îäíà èç ïðîáëåì, ïîäíèìàåìàÿ â ðàáîòàõ Øàðïà [2,3] - ïðîáëåìà âû-
ðîæäåííîñòè óãëîâûõ òî÷åê λ  - ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùåãî ïðåäïî÷òåíèÿ èíâå-
ñòîðà ïðè ôîðìèðîâàíèè ïîðòôåëÿ, êîãäà íåñêîëüêî àêòèâîâ ìåíÿþò ñâîé ñòàòóñ
â óãëîâûõ òî÷êàõ. Àëãîðèòì, ïðåäñòàâëåííûé â äàííîé ðàáîòå, íå èñêëþ÷àåò èõ
ïîÿâëåíèå, íî íå ñòàëêèâàåòñÿ ñ òðóäíîñòÿìè, êîòîðûå îòìå÷àë Øàðï ïðè îïèñà-
íèè àëãîðèòìà Critical-line algorithm [2]. Òàêæå ê ðåøåííûì àëãîðèòìè÷åñêèì
ïðîáëåìàì îòíîñÿòñÿ: ïðîáëåìà ïîèñêà ïåðâîíà÷àëüíîé λ , ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ
ñòàòóñà àêòèâîâ ïðè óìåíüøåíèè λ .

Îðèãèíàëüíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà òàêæå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿ-
åò àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ èíâåñòèöèîííîãî ðåøåíèÿ. Ñîçäàííûå ðà-
íåå ìåòîäû [2,4] áûëè ïîëóàíàëèòè÷åñêèå, ÷òî çàòðóäíÿåò èõ ïðàêòè÷åñêîå èñ-
ïîëüçîâàíèå.

Ïîñòðîèì ãðàíèöó ýôôåêòèâíîñòè ïîðòôåëÿ è ñåìåéñòâî ïðÿìûõ, ïîëó÷åí-
___________________
Áîãàòêî Î.Â. - ìàãèñòð ýêîíîìèêè.
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íûõ èç êðèâûõ áåçðàçëè÷èÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà îò ñèñòåìû êîîðäèíàò (E,δ) ê
ñèñòåìå êîîðäèíàò (E,δ2), ãäå Ì - ýôôåêòèâíûé ïîðòôåëü. Ðàöèîíàëüíûé èíâå-
ñòîð ñòðåìèòñÿ ñäâèíóòü ïðÿìóþ âëåâî, ìèíèìèçèðóÿ ðèñê, âûðàæåííûé äèñïåð-
ñèåé, - ðàññåÿíèåì äîõîäíîñòè (îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû íèæå) [4]:

     E p

arctg λ               Ì
ìíîæåñòâî ïîðòôåëåé

σ 2 = V p

Ðèñ.1.

Îñíîâíîé çàäà÷åé ôîðìèðîâàíèÿ ïîðòôåëÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:
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 - îæèäàåìûé ðèñê (äèñïåðñèÿ) ïîðòôåëÿ,

      
jiijijC σσρ=   - êîâàðèàöèè àêòèâîâ â ïîðòôåëå,

    Xi - äîëÿ i-ãî àêòèâà â ïîðòôåëå,   
    Åi - äîõîäíîñòü i-ãî àêòèâà,

      iσ  - ÑÊÎ i-ãî àêòèâà,
    λ  - ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ïðåäïî÷òåíèÿ èíâåñòîðà,

      ijρ  - êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó i-ûì è j-ûì àêòèâîì â ïîðòôåëå,

      i, j ∈ [1..N],
    N - êîë-âî àêòèâîâ â ïîðòôåëå.

Îòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà iХ  îòðàæàåò îòíîøåíèå çàéìà, òàê öåííûå áó-
ìàãè ïðîäàþòñÿ ñ êîðîòêîé ïîçèöèè. Ïàðàìåòð λ  = ∞  îçíà÷àåò áåçðàçëè÷èå èí-
âåñòîðà ê ðèñêó, λ  = 0 îçíà÷àåò ìèíèìàëüíûé ðèñê. Ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è

ÿâëÿåòñÿ âåêòîð 
_
X , îïðåäåëÿþùèé ñòðóêòóðó ïîðòôåëÿ.

Ïðè íàëîæåíèè íà âåëè÷èíû iХ  îãðàíè÷åíèé ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíóþ çà-

äà÷ó ôîðìèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïîðòôåëÿ. ×àùå âñåãî ïîëàãàþò 0≥iX . Òî
åñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíâåñòîð íå ñîáèðàåòñÿ äåëàòü ýìèññèþ èëè áðàòü â
äîëã. Êðîìå òîãî, âîçíèêàþò îãðàíè÷åíèÿ òèïà: äîëÿ ëþáîãî àêòèâà â ïîðòôåëå íå
äîëæíà ïðåâûøàòü îïðåäåëåííîé âåëè÷èíû.

  ãðàíèöà ýôôåêòèâíîñòè
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Îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíóþ ãðàíèöó äîëè àêòèâà i â ïîðòôåëå - iL  è ìàêñè-

ìàëüíóþ - iV . Òîãäà â îáùåì ñëó÷àå iii VL ≤Χ≤ .
Èìååì ñòàíäàðòíóþ çàäà÷ó ïîèñêà ýôôåêòèâíîãî ïîðòôåëÿ, ò.å.
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            i ∈ [1..N].
Ïåðâûì ýòàïîì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ñòàòóñà àê-
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ñòàòóñ in. Åñëè ii V=Χ  - ñòàòóñ up, åñëè ii L=Χ  - ñòàòóñ down.
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i
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äî òåõ ïîð, ïîêà äëÿ âñåõ àêòèâîâ íå áóäåò íàéäåí èõ ñòàòóñ ïðè ∞→λ  [4].
Ñëåäóþùèé ýòàï ðåøåíèÿ çàäà÷è âêëþ÷àåò ïîèñê ðåøåíèÿ çàäà÷è (2), äèñ-

êðåòíî èçìåíÿÿ ïàðàìåòð λ  îò 0 äî ∞, ïîêà íå ïîëó÷èì ðåøåíèå, íàéäåííîå äëÿ
∞→λ . Äàííîå ðåøåíèå áóäåò ïðèìåíèìî äëÿ íåêîòîðîãî *λ .

Ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ìåòîäîì Ôèàêêî è Ìàê-Êîðìèêà áàðüåðíûõ ôóíêöèé.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äëÿ êàæäîãî iΧ  íåïðåðûâíóþ ëîìàíóþ ëèíèþ. Â

êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ λ , â êîòîðûõ àêòèâû ìåíÿþò ñòàòóñ, èìååì õàðàêòåðíûå
óãëû - ñâîéñòâî ïîñòðîåíèÿ ïîðòôåëÿ. Êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò
ýôôåêòèâíûé ïîðòôåëü, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ óãëîâûì. ×èñëî óãëîâûõ ïîðòôåëåé
êîíå÷íî.

Îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ ðèñêà è äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ
λ . Âûáðàâ öåíó ðèñêà σp, ñîîòâåòñòâóþùóþ äîõîäíîñòè pE  è λ ′ , èíâåñòîð ïîëó-

÷èò ýôôåêòèâíûé ïîðòôåëü, îòâå÷àþùèé åãî ãîòîâíîñòè ðèñêîâàòü ðàäè ïîëó÷å-
íèÿ äîõîäà.

Çàäà÷à (2) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ è åãî åäèíñòâåííîñòè îïðåäåëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñ-
òàòî÷íûìè óñëîâèÿìè Êóíà-Òàêêåðà [5].

Ïîêàæåì âûïóêëîñòü öåëåâîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè çàäà÷è (2).
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Èìååì ðàçíèöó âûïóêëîé è ëèíåéíîé ôóíêöèé, ðåçóëüòàòîì êîòîðîé ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿ pV  ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âñëåäñòâèå ïîëîæè-

òåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû, îáðàçîâàííîé ýëåìåíòàìè ijC . Ïîëîæèòåëüíàÿ

îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû ïîêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòüþ äèñïåð-

ñèè 
pV .

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â îáùåì âèäå:

(3) Fo(x) → min,

Fi (x) ≤ 0,   i=1,...,M,
x - âåêòîð 1xN,
ãäå Fi - âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, i=1,...,M.

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ óñëîâèé çàäà÷è (2) ê ôîðìå (3) ïîëàãàåì ∑
=

Χ
N

i
i

1

≤ 1. Òàê êàê

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå äîïóñòèìîé îáëàñòè â ñèëó âûïóêëî-
ñòè öåëåâîé ôóíêöèè è íàëè÷èÿ ëèíåéíîñòè â ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé, äàííîå ïðåä-
ïîëîæåíèå íå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì çàäà÷è.

Ñóòü ìåòîäà áàðüåðíûõ ôóíêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå óñëîâíîé îïòèìèçà-
öèè ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷åé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè. Â ýòîì ìåòîäå ê öåëåâîé
ôóíêöèè èñõîäíîé çàäà÷è (3) äîáàâëÿåòñÿ áàðüåðíûé ÷ëåí, êîòîðûé íå ïîçâîëÿåò
ãåíåðèðóåìûì òî÷êàì âûõîäèòü çà ïðåäåëû äîïóñòèìîé îáëàñòè. Ïî ñâîåìó ïî-
ñòðîåíèþ ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê äâèæåíèþ èçíóòðè îáëàñòè ê ãðàíèöå, è îïòè-
ìàëüíîå ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ íà ãðàíèöå äîïóñòèìîé îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì
ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ òî÷åê, ñõîäÿùèõñÿ ê îïòèìàëüíîìó ðå-
øåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå äëÿ äâóõ ïåðåìåííûõ.

X1
          ðåøåíèå

                                              X2

         äîïóñòèìàÿ îáëàñòü

       Ðèñ.2.

Ðàññìîòðèì ìåòîä Ôèàêêî è Ìàê-Êîðìèêà áàðüåðíûõ ôóíêöèé. Ïðàêòè÷å-
ñêè ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì òîëüêî â çàäà÷àõ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷òî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàø ñëó÷àé. Äîïóñòèì èññëåäóåòñÿ çàäà÷à, ñôîðìóëèðîâàí-
íàÿ âûøå, - ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè Fo(x), ãäå x - âåêòîð 1xN, ïðè íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèÿõ îãðàíè÷åíèÿ Fi (x) ≤ 0, i=1,...,M. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå Fi(x) âûïóêëû è
ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x*, ÷òî Fi (x*) < 0, i=1,...,M, òàê ÷òî âíóòðåííîñòü äîïóñ-
òèìîãî ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé íåïóñòà. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ âíóò-
ðè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà:

http://www.pdffactory.com


1998 ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ 383

(4) P(x,r) = Fo(x) -∑
=

M

i i XF
r

1 )(
  ,    r>0,

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî P(x,r) âûïóêëà ïî x âíóòðè äîïóñòèìîãî ìíîæåñò-
âà [5].

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç x(r) òî÷êó ìèíèìóìà P(x,r) â äîïóñòèìîì ìíîæåñò-
âå, òî ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî ïîêàçàòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà:

(5) ,,...,1,0,
))((20

MiUU
rxF

rLim ii

ir
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ãäå Ui - ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà çàäà÷è ìèíèìèçàöèè Fo(x), i=1,...,M [5].
Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè ñâåëîñü ê

çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè P(x,r) áåç îãðàíè÷åíèé [5].
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñ êâàäðàòè÷íîé

ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè - ìåòîä Íüþòîíà [6]. Ïðèáëèæåíèÿ áóäåì ïîëó÷àòü ïî ôîð-
ìóëå:
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rXPXX
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ãäå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ ïî Xk.
Òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Îáùåå êîëè÷åñòâî îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ, âêëþ÷àÿ îæèäàåìûå äîõîäíî-

ñòè, äèñïåðñèè, âåêòîðà îãðàíè÷åíèé, ìàòðèöó êîððåëÿöèé, ñîñòàâëÿåò 
2

7 2NN −
,

ãäå N - ðàçìåðíîñòü çàäà÷è.
Çàäà÷à ôîðìèðîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ ðåøåíà àâòîðîì ïðîãðàìì-

íûì ïóòåì. Ïðèëîæåíèÿìè ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ çàäà÷à ôîðìèðîâà-
íèÿ è óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëåì èíâåñòîðà, ñîñòîÿùåãî èç ðàçíîîáðàçíûõ àêòèâîâ:
ðåàëüíûõ àêòèâîâ, òîâàðíûõ öåííîñòåé, âëîæåíèé â íåäâèæèìîñòü, àêöèé, îáëè-
ãàöèé, ïðîèçâîäíûõ öåííûõ áóìàã, äðóãèõ èíâåñòèöèîííûõ èíñòðóìåíòîâ; çàäà÷à
ôîðìèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëåì èíâåñòîðà ñ ôèêñèðîâàííîé äîõîäíîñòüþ.

Ñîñòàâèì ïîðòôåëü èíâåñòîðà, èíâåñòèðóþùåãî ïî îòðàñëåâîìó ïðèçíàêó â
îòðàñëè: íåôòåãàçîâîé ïðîìûøëåííîñòè, ýíåðãåòèêè, òåëåêîììóíèêàöèè è ñâÿçè,
ìåòàëëóðãèè è ìàøèíîñòðîåíèÿ. Â êà÷åñòâå îáúåêòîâ èíâåñòèðîâàíèÿ âîçüìåì
îáûêíîâåííûå àêöèè ñëåäóþùèõ Ðîññèéñêèõ ïðåäïðèÿòèé: íåôòåãàçîâàÿ ïðî-
ìûøëåííîñòü - «Ëóêîéë», ýíåðãåòèêà - «Ìîñýíåðãî», òåëåêîììóíèêàöèÿ è ñâÿçü -
«Ðîñòåëåêîì», ìåòàëëóðãèÿ - «Íîðèëüñêèé íèêåëü», ìàøèíîñòðîåíèå - «ÊàìÀÇ».

Ïîëüçóÿñü åæåäíåâíûìè äàííûì êîòèðîâîê ÐÒÑ íà ìàðò 1997 ã., ðàññ÷èòà-
åì äîõîäíîñòè è ÑÊÎ àêöèé çà åäèíè÷íûé ïåðèîä: E1=0,34%, E2=1,01%, E3=1,22%,
E4=0,56%, E5=1,9%, σ 1=2,76%, σ 2=2,07%, σ 3=1,16%,σ 4=1,98%,σ 5=1,79%. Ïî-
ëîæèì îãðàíè÷åíèå íà äîëþ àêöèé îäíîãî òèïà â ïîðòôåëå íå ìåíåå 0 è íå áîëåå
50%.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîãðàììû, âûáðàâ ïî äàííûì ïîñòðîåííûõ ãðàôèêîâ
öåíó ðèñêà (äèñïåðñèÿ - 0,47%, ÑÊÎ - 0,69%) è çíà÷åíèå äîõîäíîñòè (îæèäàåìàÿ
äîõîäíîñòü - 1,56%), ïîëó÷àåì ñòðóêòóðó îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ - äîëè ïðåä-
ïðèÿòèé â ïîðòôåëå äëÿ λ =4: «Ëóêîéë» - 0%, «Ìîñýíåðãî» - 0%, «Ðîñòåëåêîì» -
50%, «Íîðèëüñêèé íèêåëü» - 0%, «ÊàìÀÇ» - 50%. Çíà÷åíèÿ ãîäîâîé äîõîäíîñòè è
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ðèñêà ñîñòàâèëè: ãîäîâîé äîõîäíîñòè - 80,23%, ãîäîâîé äèñïåðñèè - 24%, ÷òî ñî-
ãëàñóåòñÿ ñ ðåàëüíûìè çíà÷åíèÿìè íà òîò ïåðèîä.

Ïîäðîáíåå ðåøåíèå çàäà÷è íàðÿäó ñ àíàëèçîì ìåòîäà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðè-
ìåíåíèÿ íà Ðîññèéñêîì ôîíäîâîì ðûíêå ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå àâòîðà [7].

∗          ∗
∗
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