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ÂÎÏÐÎÑÛ ÒÅÎÐÈÈ

Ðàñ÷åòû ñõåì ãèáêîãî ñòðàõîâàíèÿ1)

Ìåëüíèêîâ À.Â., Ìîëèáîãà Ì.Ì.

Â ðàáîòå, íàõîäÿùåéñÿ íà ñòûêå ôèíàíñîâîé è àêòóàðíîé ìàòå-
ìàòèêè, èçó÷àþòñÿ ìåòîäû êîëè÷åñòâåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðåìèé è ðåçåð-
âîâ äëÿ ãèáêèõ ñõåì ñòðàõîâàíèÿ (equity-linked insurance schemes).
Äàþòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ è ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå îñíîâíûõ ïîä-
õîäîâ (àêòóàðíûé ðåçåðâ, ñòàòè÷åñêîå è äèíàìè÷åñêîå õåäæèðîâàíèå)
ê ðàñ÷åòó òàêèõ èííîâàöèîííûõ ñõåì. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
íàèáîëåå âàæíîìó ìåòîäó – ìåòîäó äèíàìè÷åñêîãî õåäæèðîâàíèÿ, êî-
òîðûé ïîäðîáíî ðàçîáðàí êàê äëÿ íàèáîëåå èçó÷åííîãî ñëó÷àÿ ïîëíûõ
ðûíêîâ (ìîäåëü Áëýêà–Øîóëñà), òàê è äëÿ ñîâñåì íå èçó÷åííîãî ñëó-
÷àÿ íåïîëíûõ ðûíêîâ (îáîáùåííàÿ ìîäåëü Áàøåëüå ñî ñòîõàñòè÷åñêîé
âîëàòèëüíîñòüþ).

1. Ïðîáëåìàòèêà ðàñ÷åòîâ ãèáêèõ ñòðàõîâûõ ñõåì

Ñòðàõîâûì êîíòðàêòîì íàçûâàåòñÿ ñîãëàøåíèå ìåæäó ñòðàõîâîé êîìïà-
íèåé è åå êëèåíòîì, îïðåäåëÿþùåå ñîáûòèå, êîòîðîå ìîæåò ïðîèçîéòè ñ êëèåí-
òîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðàõîâîé âûïëàòû, ñðîê äåéñòâèÿ ýòîãî ñîãëàøåíèÿ, à òàêæå
ðàçìåð ñòðàõîâîé ïðåìèè. Ïîòðåáíîñòü àäàïòàöèè ñòðàõîâàíèÿ ê èçìåíÿþùèìñÿ
óñëîâèÿì ðàçâèòèÿ ôèíàíñîâîé ñèñòåìû ïðèâåëè â 1980-å ãã. ê ñîçäàíèþ ãèáêèõ
ñõåì ñòðàõîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [3, 5–7]), ïðåäñòàâëÿþùèõ òàêîé òèï êîíòðàê-
òîâ, â êîòîðûõ ðàçìåð âûïëàòû êîìïàíèè ïðè íàñòóïëåíèè ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ
çàâèñèò îò ðûíî÷íîé öåíû íåêîòîðîé öåííîé áóìàãè èëè äàæå îò öåíû ïîðòôåëÿ
öåííûõ áóìàã. Òåì ñàìûì, â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîãî ñòðàõîâàíèÿ, âûïëàòà ïî
òàêèì êîíòðàêòàì ÿâëÿåòñÿ íå ôèêñèðîâàííîé, à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó.

Îáîçíà÷èì g(S) ðàçìåð âûïëàòû ïî ñòðàõîâîìó îáÿçàòåëüñòâó, ãäå g – íå-
êîòîðàÿ ôóíêöèÿ, à S – öåíà åäèíèöû çàðàíåå óêàçàííîãî àêòèâà. Íà ïðàêòèêå
ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå äâà îñíîâíûõ òèïà ãèáêèõ ñòðàõîâûõ êîíòðàêòîâ (eq-
uity-linked contracts): «÷èñòûé» êîíòðàêò (pure equity-linked insurance cont-
ract), ñîîòâåòñòâóþùèé ñëó÷àþ g(S)=S, è êîíòðàêò ñ «ãàðàíòèåé» (equity-linked
insurance contract with guarantee), ñîîòâåòñòâóþùèé ñëó÷àþ g(S)= max(S,K), ãäå
K – íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáà òèïà
                                                          

1) Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì NSERC 264186.
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êîíòðàêòîâ, õîòÿ âòîðîé, áåçóñëîâíî, èíòåðåñíåå êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòðàõîâîé
ïðàêòèêè, òàê è òåîðèè.

Ïðè ðàñ÷åòå òðàäèöèîííûõ ñòðàõîâûõ êîíòðàêòîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï
ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî ðàçìåð êóìóëÿòèâíîé íåòòî-ïðåìèè ðà-
âåí ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ äèñêîíòèðîâàííûõ êóìóëÿòèâíûõ âûïëàò. Ïðè
ýòîì ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ äîëæíà îáëàäàòü ðåçåðâîì, îïðåäåëÿåìûì â òðàäèöèîí-
íîì ñòðàõîâàíèè óðàâíåíèåì Òèëÿ. Ðàññìîòðåíèå ãèáêèõ ñòðàõîâûõ ñõåì ïðèâîäèò
ê íåîáõîäèìîñòè «ïîäïðàâèòü» óêàçàííûé ôóíäàìåíòàëüíûé ïðèíöèï, ïîñêîëüêó
ñîñòàâëÿþùèå îñíîâó ýòèõ ñõåì ðèñêîâûå àêòèâû òðåáóþò «ðèñê-íåéòðàëüíîãî»
èñ÷èñëåíèÿ ïðåìèé è ðåçåðâîâ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò
ñòðàõîâàíèÿ, â ôèíàíñàõ ïðåìèåé íàçûâàþò òåêóùåå çíà÷åíèå áóäóùåãî ïëàòå-
æà, èëè ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà. Ýòî òåêóùåå çíà÷åíèå íàõîäèòñÿ èç ñîîáðà-
æåíèé õåäæèðóåìîñòè çàäàííîãî ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà. Çàìåòèì, ÷òî ýêñ-
ïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî õåäæèðîâàíèå, èñõîäÿùåå èç ðèñê-íåéòðàëüíîñòè,
îáû÷íî «ñïðàâëÿåòñÿ» ñ ðåàëüíûì ðîñòîì (èëè ïàäåíèåì) öåí àêöèé. Ñîáñòâåííî
ïðåìèåé ïðèíÿòî ñ÷èòàòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî (ìèíèìàëüíîãî)
õåäæà, à ðåçåðâîì, îïðåäåëåííûì äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè äåéñòâèÿ êîíò-
ðàêòà, – óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàçíîñòè äèñêîíòèðîâàííûõ âûïëàò
è ïðåìèé. Íàïðèìåð, äëÿ ìîäåëè ôèíàíñîâîãî ðûíêà Áëýêà è Øîóëñà âåëè÷èíû
ðåçåðâîâ è ïðåìèé (â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå) äàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ôóíäà-
ìåíòàëüíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì è ôîðìóëîé Áëýêà è Øîóëñà äëÿ
îáÿçàòåëüñòâ, ñâÿçàííûõ ñ îïöèîíîì ïîêóïàòåëÿ. Óêàçàííàÿ ôèíàíñîâàÿ «èäåî-
ëîãèÿ» ðàñ÷åòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ ãèáêèõ ñõåì â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïîëîí
èëè íåïîëîí ôèíàíñîâûé ðûíîê. Òàê â ìîäåëè Áëýêà è Øîóëñà ýòè ñîîáðàæåíèÿ
(ñì. [5], [6], [16]) ðåàëèçóþòñÿ â íàõîæäåíèå ñðåäíåãî îò äèñêîíòèðîâàííîãî çíà÷å-
íèÿ ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé ðèñê-íåéòðàëüíîé
(ìàðòèíãàëüíîé) ìåðû è ïðèâîäÿò ê êîíêðåòíûì âåëè÷èíàì ïðåìèé è ðåçåðâîâ,
ñîäåðæàùèì ôîðìóëó è óðàâíåíèå Áëýêà è Øîóëñà. Ïîñêîëüêó â íåïîëíûõ ðûí-
êàõ ñåìåéñòâî ìàðòèíãàëüíûõ ìåð ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé ìåðû, òî ìîäåðíè-
çàöèÿ ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäîëîãèè ñóïåðõåäæèðîâàíèÿ
ïðèâîäèò óæå ê öåëîìó îòðåçêó òàêèõ íåòòî-ïðåìèé, ãðàíèöû êîòîðîãî áóäåì
íàçûâàòü íèæíåé è âåðõíåé íåòòî-ïðåìèÿìè. Êîíêðåòèçàöèÿ ìåòîäîëîãèè ñîâåð-
øåííîãî ñóïåðõåäæèðîâàíèÿ, ïðèâîäÿùàÿ ê âåðõíåé è íèæíåé íåòòî-ïðåìèè,
ðåàëèçîâàíà â äàííîé ðàáîòå äëÿ îáîáùåííîé ìîäåëè Áàøåëüå ñî ñòîõàñòè÷åñêîé
âîëàòèëüíîñòüþ.

Ðàññìîòðèì êîíòðàêò ãèáêîãî ñðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ (term insurance cont-
ract), ñîãëàñíî êîòîðîìó íàñëåäíèêè çàñòðàõîâàííîãî, íàõîäÿùåãîñÿ â  âîçðàñòå x
ê ìîìåíòó çàêëþ÷åíèÿ äîãîâîðà, èìåþò ïðàâî ïîëó÷èòü ñòðàõîâóþ âûïëàòó g(S) â
ñëó÷àå íàñòóïëåíèÿ åãî ñìåðòè â òå÷åíèå ïîñëåäóþùèõ T ëåò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
U(x,T) íåòòî-ïðåìèþ ýòîãî êîíòðàêòà. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ g(S)=S (ñì., íàïðèìåð,
[9]) ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î òîì, ÷òî äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ ðàçìåðà ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó êîíòðàêòó íåòòî-ïðåìèè U(x,T) çäåñü ïîòðå-
áóþòñÿ ëèøü ìèíèìàëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïóñòü St – ðûíî÷íàÿ öåíà ðèñêîâîãî
àêòèâà â ìîìåíò âðåìåíè t, à Bt – áåçðèñêîâûé àêòèâ. Çàìåòèì, ÷òî B0 áåç ïîòåðè
îáùíîñòè òðàäèöèîííî ïîëàãàþò ðàâíûì åäèíèöå. Ïóñòü Tx(t) – îñòàâøèéñÿ ñðîê

æèçíè äëÿ ÷åëîâåêà âîçðàñòà x ñ ïëîòíîñòüþ fx(t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 
t

t
B
S

 ÿâëÿåò-

ñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ìåðû. Ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíî-
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ñòè è íåçàâèñèìîñòè äâóõ òèïîâ ñëó÷àéíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ýâîëþöèåé ôèíàíñî-
âîãî ðûíêà è ñìåðòíîñòüþ, íåòòî-ïðåìèþ äëÿ òàêîãî êîíòðàêòà ñðî÷íîãî ñòðàõî-
âàíèÿ ðàçóìíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå:
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Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå òðàäèöèîííîãî ñòðàõîâàíèÿ ñ ôèêñèðîâàííîé âûïëà-
òîé, êîòîðóþ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü åäèíè÷íîé, ñ ïîñòîÿííûì
áàíêîâñêèì ïðîöåíòîì r è Bt=ert, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåòòî-ïðåìèÿ òàêæå âïîëíå
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàâíà:
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç )( tTPp xxt >=  óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåðæàòåëü

ñòðàõîâîãî ïîëèñà, êîòîðîìó x ëåò, ïðîæèâåò åùå áîëåå t ëåò. Òîãäà (1) ïðåîáðà-
çóåòñÿ ê âèäó:

(2) 0)1(),( SpTxU xT−= .

Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëÿÿ èíòåíñèâíîñòü ñìåðòíîñòè 
xt

x
tx p

tf )(
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÷òî ,)( txxtx ptf += µ  è xttxxt pp
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∂
∂ µ . Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ fx â ôîðìó-

ëó (1), ïîëó÷èì (2).
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì íåòòî-ïðåìèþ TUx êîíòðàêòà ÷èñòîãî äîæèòèÿ (pure

endowment contract), äàþùåãî äåðæàòåëþ, íàõîäÿùåìóñÿ â âîçðàñòå x íà ìîìåíò
ïîäïèñàíèÿ äîãîâîðà, ïðàâî ïîëó÷åíèÿ îäíîé åäèíèöû ñîîòâåòñòâóþùåãî àêòèâà,
åñëè îí áóäåò æèâ â ïîñëåäóþùèå T ëåò:

(3) 00)( SpSTTPU xTxxT =>= .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïðàâåäëèâûõ çíà÷åíèé íåòòî-ïðåìèé äëÿ
«÷èñòûõ» êîíòðàêòîâ (2) è (3) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü òðèâèàëüíóþ ñòðàòåãèþ õåä-
æèðîâàíèÿ: ñðàçó êóïèòü è äåðæàòü òî êîëè÷åñòâî àêöèé, êîòîðîå íóæíî äëÿ âû-
ïîëíåíèÿ (â ñðåäíåì) ñòðàõîâûõ îáÿçàòåëüñòâ. Ïðè ýòîì íå íóæíî çíàòü âåðîÿò-
íîñòíóþ ìîäåëü àêòèâà St, ÷òî óæå íå âåðíî äëÿ ñëó÷àÿ êîíòðàêòîâ ñ «ãàðàíòèåé».
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Èç ðàññìîòðåíèÿ «÷èñòûõ» êîíòðàêòîâ âûòåêàåò, ÷òî ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ íå äàåò
êëèåíòó ïîëíîé çàùèòû îò ðèñêà, ñâÿçàííîãî ñ íåïðåäñêàçóåìîñòüþ ôèíàíñîâîãî
ðûíêà. Äëÿ çàùèòû äåðæàòåëÿ ïîëèñà îò êðóïíûõ ïîòåðü íà ðûíêå öåííûõ áóìàã
ââîäèòñÿ ãàðàíòèðîâàííîå çíà÷åíèå K âûïëàòû, åñëè öåíà åäèíèöû àêòèâà îêàæåò-
ñÿ íèæå K. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ âûïëàòû èìååò âèä g(s) =max(s,K), ãäå K –
ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà (èëè äàæå ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè).

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ ê àêòóàðíûì ðàñ÷åòàì â êîíòåê-
ñòå ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ (ñì. [11, 14]):

• Ìåòîä àêòóàðíîãî ðåçåðâà, èñïîëüçóåìûé â MGWP (Maturity Guaran-
tees Working Party of the Institute of Acutaries), ñîñòîèò âî âëîæåíèè ÷àñòè êàïè-
òàëà â áåçðèñêîâûå àêòèâû äî îêîí÷àíèÿ ñòðàõîâîãî ñðîêà, ïðè÷åì ðàçìåð âëî-
æåííîãî êàïèòàëà âû÷èñëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îæèäàåìûì âûïëàòàì ñ íåêîòîðîé
çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ.

• Ìåòîä ñòàòè÷åñêîãî õåäæèðîâàíèÿ, ïðåäïèñûâàþùèé ñòðàõîâîé êîìïà-
íèè âëîæèòü ïîëó÷åííûå îò êëèåíòîâ ïðåìèè â îïöèîíû ïîêóïàòåëÿ åâðîïåéñêîãî
òèïà äëÿ õåäæèðîâàíèÿ ãàðàíòèðîâàííîé âûïëàòû (ïðè ýòîì âñå ïðîáëåìû, ñâÿ-
çàííûå ñ õåäæèðîâàíèåì, ïðèõîäÿòñÿ íà ýìèòåíòà ñîîòâåòñòâóþùèõ îïöèîíîâ).

• Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî õåäæèðîâàíèÿ, êîòîðûé ïðåäëàãàåò ñòðàõîâîé
êîìïàíèè ñàìîé ó÷àñòâîâàòü â òîðãàõ íà ôèíàíñîâîì ðûíêå. Ïîñêîëüêó ýòîò ïîä-
õîä, êàê ïðàâèëî, ïîçâîëÿåò ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó íåòòî-ïðåìèè ïî ñðàâíå-
íèþ ñ äðóãèìè ïîäõîäàìè, òî ýêîíîìè÷åñêè îí ïðåäïî÷òèòåëüíåå, à ñ òåîðåòè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ – áîëåå èíòåðåñåí.

Ðàññìîòðèì, êàêîé ìåòîä ïðåäïî÷òèòåëüíåå çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ òèïîâ
êîíòðàêòîâ, èìåþùèõñÿ ðåñóðñîâ è þðèäè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé.

Ìåòîä àêòóàðíîãî ðåçåðâà. Ñëåäóÿ [14], ðàññìîòðèì äâå ìîäåëè äèíàìèêè
öåí àêöèé: ìîäåëü Óèëêè è ìîäåëü ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ (ëîã-
íîðìàëüíàÿ ìîäåëü).

Îïèøåì ìåòîäîëîãèþ àêòóàðíîãî ðåçåðâà ïðè ðàñ÷åòå íåòòî-ïðåìèé äëÿ
êîíòðàêòà ÷èñòîãî äîæèòèÿ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîâåñòè îïèñàíèå ðàñ÷åòà íåòòî-
ïðåìèè äëÿ êîíòðàêòà ñðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè.

Ðàññìîòðèì êîíòðàêò ÷èñòîãî äîæèòèÿ ñðîêîì íà N ëåò ñ âåëè÷èíîé ñòðà-

õîâîé âûïëàòû fN. Çàôèêñèðóåì )1,0(1 ∈p  êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðàõîâàÿ
êîìïàíèÿ ñìîæåò ïðîèçâåñòè âûïëàòó ïî êîíòðàêòó ÷èñòîãî äîæèòèÿ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ðåçåðâ VN ê òåðìèíàëüíîìó ìîìåíòó N äîëæåí áûòü óñòðîåí òàê, ÷òîáû

( )[ ] 1pfVFP NNN ≥>+ ,

ãäå FN – êàïèòàë, íàêîïëåííûé â áåçðèñêîâûõ ôîíäàõ.

Çàôèêñèðóåì åùå îäíî ÷èñëî )1,0(2 ∈p  êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàæäûé

ãîä 1,...,0 −= Nn  ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ñìîæåò îêóïàòü ñâîè âíóòðåííèå ðàñõîäû

çà ãîä 1+nM :

( )[ ] 211)exp( pVMrVP nnn ≥>+ ++ ,

ãäå r – áàíêîâñêèé ïðîöåíò. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò, çíàÿ VN, âû÷èñ-
ëèòü íà÷àëüíóþ âåëè÷èíó ðåçåðâà V0, êîòîðàÿ äàåò ñòðàõîâîé êîìïàíèè âîçìîæ-
íîñòü îêóïèòü âíóòðåííèå çàòðàòû è çàòåì ïðîèçâåñòè ñòðàõîâóþ âûïëàòó â
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òåðìèíàëüíûé ìîìåíò N. ×èñëà p1 è p2 â àêòóàðíûõ ðàñ÷åòàõ íàçûâàþòñÿ ïåð-
âûì è âòîðûì ðåçåðâíûì ñòàíäàðòîì.

Ïðîâåäåì ñîãëàñíî [14] ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ â ëîãíîðìàëüíîé ìî-
äåëè áåç ó÷åòà âíóòðåííèõ ðàñõîäîâ ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Îáîçíà÷èì èçìåíåíèå
ñòîèìîñòè åäèíèöû áåçðèñêîâîãî àêòèâà çà n-é ãîä 1+In (n=0, 1,…, N–1) è ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî 1+In ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ðàñïðåäå-

ëåííûìè ëîãíîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè µ  è 2σ . Ïóñòü )(NA
 
– êóìóëÿòèâíûé

êàïèòàë, ïîëó÷åííûé îò âëîæåíèÿ 1 äîëë. â áåçðèñêîâûå ôîíäû, ê ìîìåíòó âðå-

ìåíè N. Òîãäà A(N) òàêæå ðàñïðåäåëåí ëîãíîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè µN  è 2σN .
Ïîëîæèì, fN – ãàðàíòèðîâàííàÿ âûïëàòà íà 1 äîëë. íåòòî-ïðåìèè. Òîãäà ñîãëàñíî

ìåòîäó àêòóàðíîãî ðåçåðâà: ( )UfVNUAP NN >+)( , ãäå U – åäèíîðàçîâàÿ íåòòî-

ïðåìèÿ, à p1 – ïåðâûé ðåçåðâíûé ñòàíäàðò. Òîãäà îäíîìó äîëëàðó åäèíîðàçîâîé
ïðåìèè ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèé òåðìèíàëüíûé ðåçåðâ:

( )µσ NNz
NN

pefV +−−= 1,0max ,

ãäå pz p =Φ )( . Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷àëüíàÿ âåëè÷èíà ðåçåðâà ðàâíà (ñì. [14]):

[ ] rNN
NN

N
NrN

N e
N

NNfef
N

NfeVEV −+−











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

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Φ−




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]log[]log[

2

.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ìîäåëü Óèëêè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå
ïîïóëÿðíûõ ñðåäè àêòóàðèåâ. Îíà áûëà ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàíà äëÿ Maturity
Guarantees Working Party (MGWP), à åå ïîïóëÿðíîñòü, ïî-âèäèìîìó, çàêëþ÷àåò-
ñÿ â àäåêâàòíîì ó÷åòå ñïåöèôèêè èíâåñòèöèé ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Ñòðàõîâûå
êîíòðàêòû îáû÷íî çàêëþ÷àþòñÿ íà îòíîñèòåëüíî äëèòåëüíûå ñðîêè. Ïîýòîìó çà-
äà÷à àêòóàðèåâ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè äîëãîñðî÷íûõ ïðîãíîçîâ ôèíàíñîâîé ñîñòîÿ-
òåëüíîñòè ñòðàõîâûõ êîìïàíèé ñ ó÷åòîì ýâîëþöèè ðàññìàòðèâàåìûõ öåííûõ áó-
ìàã. Ôëóêòóàöèè ëîêàëüíîãî õàðàêòåðà, áåçóñëîâíî, äîëæíû ó÷èòûâàòüñÿ ïðè
ïîñòðîåíèè ôèíàíñîâûõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèþ öåííûõ áóìàã ñ îòíî-
ñèòåëüíî ìàëûìè ïåðèîäàìè ïîãàøåíèÿ, è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ âàæíûì îáúåêòîì
èññëåäîâàíèÿ ôèíàíñîâûõ àíàëèòèêîâ. Îäíàêî îíè â öåëîì ðÿäå ñëó÷àåâ ìàëî
âëèÿþò íà ïîñòðîåíèå äîëãîñðî÷íûõ ïðîãíîçîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäè óïðîùåíèÿ
ìîäåëè, ïðèìåíÿåìîé äëÿ àêòóàðíûõ öåëåé, áûâàåò, ÷òî òàêèìè ôëóêòóàöèÿìè
ðàçóìíî ïðåíåáðå÷ü. Ìîäåëü Óèëêè (ñì. äåòàëè [22], [23]) ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ îïè-
ñàíèÿ ýâîëþöèè öåí öåííûõ áóìàã, äèâèäåíäîâ ïî íèì è äðóãèõ ñîïóòñòâóþùèõ
îáúåêòîâ ôèíàíñîâîãî ðûíêà, âåñüìà íåïðîñòûõ ïî ñâîåé ñòðóêòóðå. Ïåðâîñòå-
ïåííîå çíà÷åíèå â ýòîé ìîäåëè ïðèäàåòñÿ èíôëÿöèè, à âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå
ïðåäïîëàãàþòñÿ çàâèñÿùèìè îò ýòîãî êëþ÷åâîãî ôàêòîðà. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ñìûñëà
ïîäõîäà Óèëêè îïèøåì ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè äëÿ îòíîñèòåëüíî
ïðîñòîãî, íî â òî æå âðåìÿ äîñòàòî÷íî ðåïðåçåíòàòèâíîãî èíñòðóìåíòà ôèíàíñî-
âîãî ðûíêà, êàêèì ÿâëÿåòñÿ áåçêóïîííàÿ îáëèãàöèÿ. Ìîäåëü Óèëêè â ýòîì ñëó÷àå
ïðèíèìàåò õîðîøî èçâåñòíûé â ñòàòèñòèêå âèä óðàâíåíèÿ àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà [22]:
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( ) ttt QQ σεµβµ +−∆+=∆ −1lnln ,

ãäå Qt – ñòîèìîñòü îäíîé öåííîé áóìàãè â ìîìåíò âðåìåíè t; tε  – ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí; µ , β è σ  –

÷èñëåííûå ïàðàìåòðû ìîäåëè; îïåðàòîð ðàçíîñòè ∆  îïðåäåëåí êàê 1−−=∆ ttt YYY .

Ïîñëå çàìåíû µ−= tt QX ln  óðàâíåíèå ïðèíèìàåò êàíîíè÷åñêèé âèä óðàâíåíèÿ

àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà:

ttt XX σεβ +∆=∆ −1

ñ ïàðàìåòðîì àâòîðåãðåññèè β . Óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà õîðîøî èçó÷åíû â ñòàòè-
ñòèêå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, è ïîýòîìó ñàìà ìîäåëü â òàêîé ïîñòàíîâêå ìîæåò
áûòü ÷åòêî ìàòåìàòè÷åñêè îïèñàíà è èññëåäîâàíà.

Ïðîèçâîäÿ íåñëîæíûå êîëè÷åñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ (ñì. [11, 14] â äåòàëÿõ),
ïîëó÷èì êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîãî ðåçåðâà â ëîãíîðìàëüíîé ìîäåëè (ìî-
äåëè ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ) è ìîäåëè Óèëêè (íàïðèìåð, ñì. [11,
14, 22]) äëÿ ñëó÷àÿ åäèíîðàçîâîé ïðåìèè ðàâíîé 100 äîëë., ñ «ãàðàíòèéíîé» âû-

ïëàòîé â 100 äîëë., %9521 == pp  è ïàðàìåòðàìè ìîäåëè, âçÿòûìè äëÿ ðåàëüíî-
ãî êàíàäñêîãî ôèíàíñîâîãî ðûíêà. Äëÿ ïðîñòîòû ìû íå ðàññìàòðèâàåì ïðîöåññ
ñìåðòíîñòè, òàê êàê íà÷àëüíûé ðåçåðâ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äîãîâîðà ÷èñòîãî
äîæèòèÿ îòëè÷àåòñÿ ëèøü íà êîýôôèöèåíò âåðîÿòíîñòè äîæèòèÿ äî òåðìèíàëü-
íîãî ìîìåíòà [14]:

Òàáëèöà 1.

Òåðìèíàëüíûé ìîìåíò, ëåò Ìîäåëü Íà÷àëüíûé ðåçåðâ

5 Óèëêè 2,4
5 ëîãíîðìàëüíàÿ 2,3
10 Óèëêè 1,0
10 ëîãíîðìàëüíàÿ 1,0
15 Óèëêè 0,4
15 ëîãíîðìàëüíàÿ 0,5

Àíàëîãè÷íîå ìîäåëèðîâàíèå äëÿ ñëó÷àÿ %9921 == pp  ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì
äàííûì î íà÷àëüíîì ðåçåðâå.

Òàáëèöà 2.

Òåðìèíàëüíûé ìîìåíò, ëåò Ìîäåëü Íà÷àëüíûé ðåçåðâ

5 Óèëêè 2,4
5 ëîãíîðìàëüíàÿ 2,3
10 Óèëêè 1,0
10 ëîãíîðìàëüíàÿ 1,0
15 Óèëêè 0,4
15 ëîãíîðìàëüíàÿ 0,5
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Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ ýòèõ ìîäåëåé, äîñòàòî÷íî
áëèçêè.

Måòîä äèíàìè÷åñêîãî õåäæèðîâàíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî ìåòîäà ïîòðåáó-
åòñÿ ñèíòåçèðîâàòü: ìîäåëü ôèíàíñîâîãî ðûíêà, îïèñûâàþùóþ ýâîëþöèþ öåííûõ
áóìàã, è ñòðàõîâóþ ìîäåëü ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîöåññîì ñìåðòíîñòè. Ñòðàõîâàÿ
êîìïîíåíòà ñðàâíèòåëüíî ïðîñòà ïî ñâîåé ñòðóêòóðå, ïîýòîìó íà óëó÷øåíèå êîì-
áèíèðîâàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãèáêîãî ñòðàõîâàíèÿ ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü
òîëüêî ÷åðåç âûáîð íàèáîëåå ðåàëüíîé ìîäåëè ôèíàíñîâîãî ðûíêà. Ñðåäè òàêîâûõ:
ïîëíûå è íåïîëíûå ðûíêè. Â êà÷åñòâå ðåïðåçåíòàòèâíîé ìîäåëè ïîëíîãî ðûíêà
ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü Áëýêà–Øîóëñà, à èç íåïîëíûõ – ñêîíöåíòðè-
ðóåìñÿ íà ìîäåëè Áàøåëüå ñî ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòüþ, ÷òî äàñò íàì âîç-
ìîæíîñòü ïîëó÷èòü èñ÷åðïûâàþùèå ðåçóëüòàòû.

2. Ãèáêèå ñõåìû â ïîëíûõ ðûíêàõ

Ðàññìîòðèì (B,S) ðûíîê, îïðåäåëÿåìûé öåíàìè áåçðèñêîâîãî Bt è ðèñêîâîãî
St àêòèâîâ ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ñ÷èòàòü èõ ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè íà âåðîÿò-

íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( ){ }( )1
0

1111 ,,, PFFF TttT ≤≤=Ω , òàêèìè, ÷òî

tttt dWSdtSdS σµ += ,

dtrBdB tt = ,

ãäå ( ) TttWWBS ≤≤==> 000 ,1,0  – ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ îòíîñèòåëü-

íî ôèëüòðàöèè ( ){ } { }tuStuBSF uuut ≤=≤= ,,,1 σσ .

Óêàçàííàÿ ìîäåëü Áëýêà–Øîóëñà ÿâëÿåòñÿ, êàê èçâåñòíî (ñì. [5, 8]), ïîë-
íîé è èìååò ñëåäóþùåå ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:









+





 −= tt WtSS σσµ 2

0 2
1exp ,

}exp{rtBt = .

Èçâåñòíî (ñì. [5, 8, 20]), ÷òî äèñêîíòèðîâàííûé ïðîöåññ ttt BSS /* =  ÿâëÿåò-

ñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé ìàðòèíãàëüíîé ìåðû P̂ , ýêâèâàëåíò-
íîé èñõîäíîé è îïðåäåëÿåìîé ïëîòíîñòüþ:
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 −−== tttt WtrSBSS σσµ 2

0
*

2
1exp/ .
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Âçÿâ áåçðèñêîâûé àêòèâ tB  è ðèñêîâûé tS  â êîëè÷åñòâå tβ  è tγ  ñîîòâåò-

ñòâåííî, îáðàçóåì ïàðó ( )ttt γβπ ,= , íàçûâàåìóþ ñòðàòåãèåé èëè ïîðòôåëåì. Êà-

ïèòàë ïîðòôåëÿ π  îïðåäåëÿþò ñóììîé

(4) ttttt SBX γβπ += ,

è ãîâîðÿò, ÷òî ñòðàòåãèÿ ñàìîôèíàíñèðóåìàÿ, åñëè äëÿ âñåõ Tt ≤≤0

∫∫ ++=
t

uu

t

uut dBdSXX
00

0 βγππ ,

ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò. Çàìåòèì, ÷òî ñàìîôè-
íàíñèðóåìîñòü ñòðàòåãèè îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ïðèòîêà êàïèòàëà èçâíå èëè åãî îò-
òîêà – èçìåíåíèå âåëè÷èíû áàíêîâñêîãî ñ÷åòà ïðîèñõîäèò ëèøü âñëåäñòâèå èç-

ìåíåíèÿ (ïîêóïêè èëè ïðîäàæè) êîëè÷åñòâà àêöèé è íàîáîðîò .0)( =+ tttt dSdB γβ
Çàôèêñèðóåì âðåìåííîé ãîðèçîíò Ò è íàçîâåì ïëàòåæíûì îáÿçàòåëüñò-

âîì Tff =  ëþáóþ ôóíêöèþ, èçìåðèìóþ îòíîñèòåëüíî σòåðìèíàëüíîé σ-àëãåá-
ðû, ïîðîæäåííîé ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ýâîëþöèè öåí St. Ãîâîðÿò, ÷òî ïëàòåæíîå
îáÿçàòåëüñòâî f  ðåïëèöèðóåìî, åñëè ñóùåñòâóåò ñàìîôèíàíñèðóåìàÿ ñòðàòåãèÿ

π , äëÿ êîòîðîé TT fX =π  (ï.í.). Ðûíîê ïîëíûé, åñëè ëþáîå ïëàòåæíîå îáÿçàòåëü-

ñòâî ðåïëèöèðóåìî. Åñëè Tf  ðåïëèöèðóåìî ïîñðåäñòâîì ñàìîôèíàíñèðóåìîé
ñòðàòåãèè π , òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå:

∫∫ +++=
T

uu

T

uuT dBdSBSf
00

0000 βγβγ .

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññè÷åñêèå ïëàòåæíûå îáÿçàòåëüñòâà âèäà

)( TT Sgf = , ãäå g  – íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì ),( tStF  öåíó â ìîìåíò t

ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà )( TSg , îïðåäåëÿåìóþ (èç ïðèíöèïà áåçàðáèòðàæíî-
ñòè) êàê óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé ìàðòèí-

ãàëüíîé ìåðû P̂ :

( )( ) ( )[ ]1|expˆ),( tTt FSgrtTEStF −−= .

Òàêèì îáðàçîì, öåíà îáÿçàòåëüñòâà íàõîäèòñÿ  ïîñðåäñòâîì äèñêîíòèðîâà-
íèÿ ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà, à çàòåì âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ ýòîé äèñêîíòèðîâàííîé âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé ìàðòèí-

ãàëüíîé ìåðû P̂ . Èçâåñòíî (ñì. [5, 8]), ÷òî ïðîöåññ TttStF ≤≤0),(  îïèñûâàåòñÿ ôóí-

äàìåíòàëüíûì óðàâíåíèåì Áëýêà è Øîóëñà:
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0),(
2
1),(),(),( 22 =+++− stFsstrsFstFstrF ssst σ

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì )(),( sgsTF = .

Íàéäåì êîíêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîöåññà öåí ),( tStF  äëÿ ïëàòåæíîãî îáÿ-

çàòåëüñòâà },max{)( KSSg TT = . Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî +−+= )(),( KSKKSg TT .
Äàëåå, ñ ó÷åòîì (2) è ôîðìóëû Áëýêà–Øîóëñà (ñì. [5, 8]):

(5)

( )[ ] ( )[ ]
( ) ( )( )( )[ ]

( )( ) ( ) ( )( ),)(exp

|expˆ)(exp

|ˆ|,ˆ),(

12

1

11

TdSTdtTrK
FKStTrEtTrK

FKSKEFKSgEStF

t
t

t
tT

tTtTt

Φ+−Φ−−=

=−−−+−−=

=−+==
+

+

ãäå )(yΦ  – ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

(6)

( )

ts

tsr
K
S

sd

t

t

−

−





 ++

=
σ

σ 2

1
2
1ln

)( ,

(7)

( )

ts

tsr
K
S

sd

t

t

−

−





 −+

=
σ

σ 2

2
2
1ln

)( .

Ñïðàâåäëèâàÿ öåíà ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà TC  îïðåäåëÿåòñÿ êàê çíà÷å-
íèå áåçàðáèòðàæíîãî ïðîöåññà öåí â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ñì. [5, 8]):

( ) ( ))())(()exp(,0 0
10

0
20 TdSTdrTKSFCT Φ+−Φ−== .

Äëÿ ñòðàòåãèè ( )γβπ ,= , ðåïëèöèðóþùåé ýòî ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî ñ

íà÷àëüíûì êàïèòàëîì TC , èìåþò ìåñòî ôîðìóëû (ñì. [5, 8]):

( )( )
{ }





=
<Φ

=
> ,,1

,,01

Kt
Ttd

KS

t

t
T

γ

( ) ( )( )
( ) { }





=−
<−Φ−

=
≥ .,1exp

,,exp 2

TtrTK
TtTdrTK

TSK

t

tβ

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ãðóïïó ëþäåé âîçðàñòà x â êîëè÷åñòâå xl , äëÿ êî-

òîðûõ ðàçóìíî ñ÷èòàòü äëèòåëüíîñòè èõ æèçíåé íåçàâèñèìûìè è îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè 
xlTT ,...,1 , çàäàííûìè
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íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( )222 ,, PFΩ . Ïóñòü óñëîâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ êàæäîé èç iT  àáñîëþòíî íåïðåðûâíà:

( ) 







−=>= ∫ + τµ τ dtTPp

t

xixt
0

exp ,

ãäå tx+µ  – åå ïëîòíîñòü. Îïðåäåëèì ñ÷èòàþùèé ïðîöåññ ( ) TttNN ≤≤= 0 :

( )∑
=

≤=
xl

i
it tTIN

1

,

ïîðîæäàþùèé ñîîòâåòñòâóþùóþ ôèëüòðàöèþ { }( ) Ttut tuNFF ≤≤== ,22 σ . Ïî-

ñêîëüêó N íåïðåðûâåí ñïðàâà, à äëèòåëüíîñòè æèçíåé iT  íåçàâèñèìû è îäèíàêî-

âî ðàñïðåäåëåíû, òî N ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì îòíîñèòåëüíî 2F . Òåõíè÷åñêè íàì

óäîáíî òàêæå ñ÷èòàòü TT NN =
−

, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñìåðòåé â òåðìèíàëü-

íûé ìîìåíò âðåìåíè.
Îïðåäåëèì ñîâìåñòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî:

( )( )21
0

2121 ,,, PPFFFF Ttt ×=×Ω×Ω ≤≤ ,

ãäå ôèëüòðàöèÿ ( ) TttFF ≤≤= 0  ïîðîæäåíà ïðîöåññîì ýâîëþöèè öåí è ñ÷èòàþùèì

ïðîöåññîì ñìåðòíîñòè. Ïóñòü â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè áûëè çàñòðàõîâàíû âñå

xl  ÷åëîâåê, è â ðàññìàòðèâàåìûé ñòðàõîâîé ñðîê (äî ìîìåíòà âðåìåíè Ò) êîìïà-

íèÿ ìîæåò ïîêóïàòü è ïðîäàâàòü àêöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà áåç êàêèõ-ëèáî
íàëîãîâ, îãðàíè÷åíèé èëè òðàíñàêöèîííûõ çàòðàò. Ïðèñòóïèì ê íàõîæäåíèþ íåò-
òî-ïðåìèè è îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå. Çàìåòèì, ÷òî
âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ äîïîëíèòåëüíîãî ôàêòîðà ñëó÷àéíîñòè òî÷íàÿ ðåïëèêàöèÿ
öåíû íåâîçìîæíà, íî âîçìîæåí ïîèñê ñòðàòåãèè, îïòèìàëüíîé â êàêîì-òî ñìûñëå
(â äàííîì ñëó÷àå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì). «Ôèíàíñîâûé» ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè,
èëè ïðèíöèï áåçàðáèòðàæíîñòè, äëÿ ýòîé ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçìåð íåò-
òî-ïðåìèè äîëæåí ðàâíÿòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ (óæå îòíîñèòåëüíî ìàð-

òèíãàëüíîé ìåðû 2* PPP ×=
)

, ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîé, à íå 21 PP × , êàê â òðà-
äèöèîííîì ñëó÷àå) äèñêîíòèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ âûïëàò ïî ñòðàõîâîìó êîíòðàêòó.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, îñíîâàííûé
íà êîíöåïöèè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî õåäæèðîâàíèÿ [13] (ñì. òàêæå [5, 16]).

Îáîçíà÷èì 
t

t
t B

XV
π

π =
 

– äèñêîíòèðîâàííûé êàïèòàë ñòðàòåãèè π  è îïðåäå-

ëèì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîöåññ öåíû πC :

(8) ∫−=
t

utt udSVC
0

* )(γππ .
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Còðàòåãèþ π  áóäåì íàçûâàòü ñàìîôèíàíñèðóåìîé â ñðåäíåì, åñëè ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ïðîöåññ öåíû πС  ÿâëÿåòñÿ ( )*, PF -ìàðòèíãàëîì.
Îïðåäåëèì ïðîöåññ ðèñêà ñòðàòåãèè π  ðàâåíñòâîì:

])[( 2*
ttTt FCCER πππ −= .

Ïðè ýòîì âåëè÷èíó π
0R  áóäåì íàçûâàòü ðèñêîì π . Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [5,

13]), ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñàìîôèíàíñèðóåìàÿ â ñðåäíåì ñòðàòåãèÿ, ìè-

íèìèçèðóþùàÿ ðèñê π
0R .

Òàê, ñ÷èòàÿ, ÷òî HVT =π  (ï.í.) è Í – äèñêîíòèðîâàííîå ïëàòåæíîå îáÿçà-
òåëüñòâî, ðåïëèöèðóåìîå ïîñðåäñòâîì ñòðàòåãèè π , èìååì, ÷òî

( )[ ]



















−−=−= ∫

2

0
0

**2
0

*
0 )(

T

uT CudSHECCER ππππ γ .

Òàêèì îáðàçîì, π
0R  ìèíèìèçèðóåòñÿ ïðè [ ]HEC *

0 =π , à âûáîð γ  îñóùåñòâëÿåò-

ñÿ òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü äèñïåðñèþ

]])[[( 2* ππ
TT CECE − .

Çàìåòèì, ÷òî [ ]tt FHEV |*=  ÿâëÿåòñÿ ),( *PF -ìàðòèíãàëîì. Ïðèìåíÿÿ ê

íåìó ðàçëîæåíèå Ãàëü÷óêà–Êóíèòû–Âàòàíàáå (ñì. [8, 13]):

[ ] ,
0

** H
t

t

u
H
ut LdSHEV ++= ∫γ

ãäå ( ) Tt
H
t

H LL ≤≤= 0  ÿâëÿåòñÿ ( )*, PF -ìàðòèíãàëîì ñ íóëåâûì ñðåäíèì, îðòîãî-

íàëüíûì ,*S  à Hγ  – ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ èç ( )*2 PL , ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííàÿ ñòðàòåãèÿ Hπ , ìèíèìèçèðóþùàÿ ðèñê π
0R , îïðåäåëÿåìàÿ ñâîåé

ðèñêîâîé êîìïîíåíòîé H
tγ  è *

t
H
tt

H
t SV γβ −= . Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèé

ïðîöåññ ðèñêà ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå:

]|)[(*
t

H
t

H
Tt FLLER −=ϕ .

Ïðèìåíèì ýòó òåîðèþ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå
ñòðàòåãèé ê êîíòðàêòàì ÷èñòîãî äîæèòèÿ ñ åäèíîðàçîâîé ïðåìèåé. Äëÿ ýòîãî îï-
ðåäåëèì äèñêîíòèðîâàííóþ âûïëàòó

( ) ( )TxTT NlBKSH −= −1,max .

Äàëåå, âîñïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì Ãàëü÷óêà–Êóíèòû–Âàòàíàáû, èìååì (ñì. [16]),

÷òî îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ êîíòðàêòà ÷èñòîãî äîæèòèÿ ( )HHH γβπ ,=  èìååò
âèä:
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(9) ( ) ttxtTtxstxtTtx
H
t pNltsFpNl γγ +−−+−− −=−= )(),( ,

(10) ( ) =−Φ−−−−= +−−+−− )exp()()(),()exp()( 1 rtSTdpNlStFrtpNl t
t

txtTtxttxtTtx
H
tβ

( ) ( ) )exp( rtSpNNpNl tttxtTttttxtTtx −−−−= +−−+− γβ ,

ãäå ),(,, ttt StFγβ  îïðåäåëåíû â (6), (7) è (2) ñîîòâåòñòâåííî.

Èòàê, ïîëó÷èì ðàçìåð íåòòî-ïðåìèè êàê ñîîòâåòñòâóþùåå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ âûïëàò:

(11) ))](())(()exp([),0( 0
10

0
20 TdSTdrTKpSFpU xTxTxT Φ+−Φ−== .

Ñòðàòåãèÿ (9)–(10) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íà÷àëüíûì êàïèòàëîì (11) ðåïëèöè-
ðóåò ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî H è ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé â ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêîì ñìûñëå.

Ïðèâåäåì ñëåäóþùèé äîñòàòî÷íî ðåïðåçåíòàòèâíûé ïðèìåð. Ðàññìîòðèì
(ñì. [16, 17]) êîíòðàêò ÷èñòîãî äîæèòèÿ ñ «ãàðàíòèåé» ñðîêîì íà 15 ëåò, ðàññ÷èòàí-

íûé íà 45-ëåòíåãî ìóæ÷èíó, è ôóíêöèåé âûïëàòû ( )KSSg TT ,max)( = . Ïîñêîëüêó
â îòíîøåíèè ýòîãî êîíòðàêòà ïîðòôåëü ñòðàõîâîé êîìïàíèè ïðîïîðöèîíàëåí êî-
ëè÷åñòâó çàñòðàõîâàííûõ ëþäåé, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü

1=xl  è ïðîèçâîäèòü âñå ðàñ÷åòû äëÿ îäíîãî ÷åëîâåêà. Ïóñòü äëÿ èíòåíñèâíîñòè

ñìåðòíîñòè èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå Ãîìïåðòñà–Ìàêõåéìà (ñì. [12, 16]):

,0,09144,1000075858,00005,0 ≥⋅+= +
+ ttx

txµ

ãäå t è x èçìåðÿþòñÿ â ãîäàõ.
Äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåðòíîñòè óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðîæèòü 15 ëåò

45-ëåòíåìó ÷åëîâåêó ðàâíà 8796,04515 =p . Îïðåäåëèì ïàðàìåòðû ìîäåëè Áëýêà–

Øîóëñà ôèíàíñîâîãî ðûíêà: âîëàòèëüíîñòü ïðîöåññà öåí ðèñêîâîãî àêòèâà
25,0=σ  (ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé), 15,0=σ  (ñëó÷àé íèçêîé âîëàòèëüíîñòè),

35,0=σ  (ñëó÷àé âûñîêîé âîëàòèëüíîñòè), ïîñòîÿííûé áàíêîâñêèé ïðîöåíò

06,0=r , 100 == BS . Ðàçìåð íåòòî-ïðåìèé äëÿ êîíòðàêòà ÷èñòîãî äîæèòèÿ, ñî-

îòâåòñòâóþùèé ýòèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
(11) è ïðèâîäèòñÿ â òàáë. 3.

Òàáëèöà 3.

Âîëàòèëüíîñòü σ Ãàðàíòèéíàÿ âûïëàòà Ê Íåòòî-ïðåìèÿ xT U
0,15 0 0,8796
0,15 0,5exp(rT) 0,8817
0,15 exp(rT) 0,9422
0,15 2exp(rT) 1,4854
0,25 0 0,8796
0,25 0,5exp(rT) 0,9190
0,25 exp(rT) 1,0989
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû

Âîëàòèëüíîñòü σ Ãàðàíòèéíàÿ âûïëàòà Ê Íåòòî-ïðåìèÿ xT U
0,25 2exp(rT) 1,7333
0,35 0 0,8796
0,35 0,5exp(rT) 0,9876
0,35 exp(rT) 1,2452
0,35 2exp(rT) 1,9328

Çàìåòèì, ÷òî â [16] èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåííûå ÷èñëåííûå âû÷èñëåíèÿ
íåòòî-ïðåìèè. Ïîýòîìó ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå òàì, íåñêîëüêî îò-
ëè÷àþòñÿ îò óêàçàííûõ âûøå òî÷íûõ çíà÷åíèé ñïðàâåäëèâîé íåòòî-ïðåìèè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðåìèè âûïëà÷èâàþòñÿ êëèåíòîì ïîñòîÿííî â òå-
÷åíèå âñåãî ñðîêà äåéñòâèÿ êîíòðàêòà. Ýòà ñèòóàöèÿ âåñüìà õàðàêòåðíà äëÿ äåÿ-
òåëüíîñòè ñòðàõîâûõ êîìïàíèé, ðàáîòàþùèõ â äîñòàòî÷íî êîíêóðåíòíîé ñðåäå è
ñòðåìÿùèõñÿ ïðèâëå÷ü êëèåíòîâ, íàïðèìåð, òàêîé ðàññðî÷êîé ïðåìèàëüíûõ ïëà-

òåæåé. Èç ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ìåðû *P , êàê è â òðàäèöèîí-
íîì ñëó÷àå, ìîæíî îïðåäåëèòü p(t) (ôóíêöèþ ïåðèîäè÷åñêîé ïðåìèè) èç óðàâíåíèÿ

∫ −=
T

xtxt dtprttpU
0

)exp()(

äëÿ êîíòðàêòà ÷èñòîãî äîæèòèÿ ñ «ãàðàíòèåé» è èç

( ) ∫ −=
T

xt dtprttpTxU
0

)exp()(,

äëÿ êîíòðàêòà ñðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè ñ «ãàðàíòèåé».

Â ôèíàíñîâîé èíòåðïðåòàöèè òðàäèöèîííîé ñòðàõîâîé òåîðèè ðåçåðâîì tV ,

â ñóùíîñòè, íàçûâàåòñÿ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàçíîñòè äèñêîíòè-
ðîâàííûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ âûïëàò è ïðåìèé. Äëÿ ãèáêèõ ñòðàõîâûõ êîíòðàê-
òîâ åñòåñòâåííî àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàòü ðåçåðâ êàê óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå óæå ñëó÷àéíûõ áóäóùèõ âûïëàò è ïðåìèé. Äëÿ ãèáêîãî êîíòðàêòà ÷èñ-
òîãî äîæèòèÿ èìååì, ÷òî

(12) .)()()( )(∫ +−
−−

+− −=
T

t
txtu

tur
ttxtT dupeupTptV π

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ êîíòðàêòà ñðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè

( ) ,)()()()( )(∫ +−
−−

+ −−=
T

t
txtu

tur
txt dupeuptufutV π

ãäå ( ) ( ))()()( 12
)( sdSsdKes t

t
ttsr

t Φ+−Φ= −−π , à )(1 sd t  è )(2 sd t  îïðåäåëåíû ðàíåå.
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Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà ðåçåðâà çàâèñèò îò St, ðûíî÷íîé öåíû ñîîòâåòñò-
âóþùåãî àêòèâà â ìîìåíò âðåìåíè t, ïðè óñëîâèè, ÷òî äåðæàòåëü êîíòðàêòà åùå
æèâ. Ðûíî÷íàÿ öåíà ðåçåðâà ïðåìèè äëÿ ãèáêîãî êîíòðàêòà ÷èñòîãî äîæèòèÿ ñ
«ãàðàíòèåé» è ôóíêöèåé ïðåìèè p(t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ñì. [9]):
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Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî tttt WdSdtrSdS ˆσ+=  è ôîðìóëîé Êîëìîãîðîâà–

Èòî (ñì. [5, 8, 20]), ïîëó÷èì äëÿ ts ≤
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Ïðîöåññ )(* Ttπ  ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî *P . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî-

ñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, à (13) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî 0)( >tϕ  äëÿ âñåõ

( )stu ,∈ .

Àíàëîãè÷íî äëÿ êîíòðàêòà ñðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè ïîëó÷àåì:

(14)   ( ) { } .)(
2
1,max)()( 2

2
22

s
VrS

s
VtsKStVrtp

t
V

ttxttx ∂
∂

−
∂
∂

−−++=
∂
∂

++ σµµ

Ýòè óðàâíåíèÿ îêàçûâàþòñÿ îáîáùåíèÿìè è óðàâíåíèÿ Òèëÿ, êîòîðîå íå
ó÷èòûâàåò äèíàìèêó ðûíêà, è óðàâíåíèÿ Áëýêà–Øîóëñà, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåò
òîëüêî ðûíî÷íûé ðèñê è íå ó÷èòûâàåò ñìåðòíîñòü ýêîíîìè÷åñêîãî àãåíòà. Äåéñò-

âèòåëüíî, ïîëàãàÿ 0≡+txµ  è 0)( ≡tp , ñðàçó íàõîäèì, ÷òî îáà óðàâíåíèÿ (13) è

(14) â òî÷íîñòè ïðèíèìàþò âèä óðàâíåíèÿ Áëýêà–Øîóëñà.
Ðàñ÷åò ìíîãîðàçîâîé (åæåãîäíîé) íåòòî-ïðåìèè äëÿ ãèáêèõ ñòðàõîâûõ

êîíòðàêòîâ â ìîäåëè ñî ñòîõàñòè÷åñêîé ïðîöåíòíîé ñòàâêîé ñâîäèòñÿ ê óæå õî-
ðîøî èçó÷åííûì îïöèîíàì àçèàòñêîãî òèïà, õåäæèðîâàòü êîòîðûå ìîæíî, íà-
ïðèìåð, ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ (ñì. [18]). Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ðàç-

ìåð ïåðèîäè÷åñêîé íåòòî-ïðåìèè è aUu =  – òó åå ÷àñòü ( )10 ≤≤ a , êîòîðàÿ
âëîæåíà â íåêîòîðûé ðèñêîâûé àêòèâ, ïðåäñòàâëåííûé ñâîèì ïðîöåññîì ýâîëþ-

öèè öåí tS . Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî íåòòî-ïðåìèÿ ïåðåâîäèòñÿ íà ñ÷åò êîìïà-

íèè â ìîìåíòû âðåìåíè 1,...,0, −= Nntn , ïðè÷åì 00 =t  – íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè, à TtN =  – òåðìèíàëüíûé ìîìåíò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ),( ttD ′  öåíó íåêî-

òîðîé îáëèãàöèè ñ ìîìåíòîì ïîãàøåíèÿ t′  â ìîìåíò âðåìåíè t . Îïðåäåëèì âû-
ïëàòó ïî äîãîâîðó äîæèòèÿ âåëè÷èíîé


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0),(max)(),()(
1
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,

ãäå g(U) – íåêîòîðàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ íåòòî-ïðåìèè, à V(T,T) – ñòî-
õàñòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, çàâèñÿùàÿ îò ýâîëþöèè öåí ðèñêîâîãî àêòèâà.

Âû÷èñëèì ñïðàâåäëèâóþ öåíó V(t0,T) ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà V(T,T),
ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé îïöèîí ïîêóïàòåëÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôèíàíñîâûé
ðûíîê, çàäàííûé íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñëåäóþùåé ñèñòåìîé
ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ýâîëþöèþ öåí ðèñêîâîãî àêòèâà, áåñêó-
ïîííûõ îáëèãàöèé è áåçðèñêîâîãî àêòèâà ñîîòâåòñòâåííî:
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ñ óñëîâèåì 0),( =ttσ  è 1),( =ttD ;

dtr
B

dB
t

t

t = .

Ñîãëàñíî [18], [19] äëÿ áåçàðáèòðàæíîãî ôèíàíñîâîãî ðûíêà, îïðåäåëåííîãî

òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðíî ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèé 1
tλ  è 2

tλ , íå çàâèñÿùèõ îò tr
è îïðåäåëåííûõ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:
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Çàäàäèì íîâóþ ìåðó ,*P  ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé ìåðå ,P  åå ïëîòíîñòüþ
Ðàäîíà–Íèêîäèìà:
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ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè âèíåðîâñêèìè ïðîöåññàìè îòíîñèòåëüíî ìåðû .*P  Ñèñ-
òåìà çàäàþùèõ ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó
âèäó:
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Î÷åâèäíî, ÷òî äèñêîíòèðîâàííûå öåíû àêöèé 
t

t

B
S

 è áåñêóïîííûõ îáëèãàöèé

tB
ttD ),( ′

 ÿâëÿþòñÿ ìàðòèíãàëàìè îòíîñèòåëüíî ìåðû .*P  Äåéñòâèòåëüíî,
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Ñëåäîâàòåëüíî, âûïèñûâàÿ ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, èìååì

( )












+++−= ∫∫∫∫ ,*2
2

,*1
1

2
2

2
12

1exp dWdWdudur
S
S T

t
u

T

t

T

t
u

t

T σσσσ

èëè èç «ìàðòèíãàëüíîñòè» tS :

(15)



















−= ∫ T

T

t
utt SdurES exp* .

Âñëåäñòâèå ñòîõàñòè÷íîñòè tr  ïðèâåäåíèå âûðàæåíèÿ (15) ê ÿâíîìó âèäó

ÿâëÿåòñÿ òåõíè÷åñêè ñëîæíûì. Ðàçóìíî (ñì. [18, 19]) ïðîèçâåñòè åùå îäíó çàìåíó
ìåðû:
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Ðåøàÿ ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷èì:
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Äàëåå, ïðåîáðàçóÿ (16) ñ ó÷åòîì âèäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì:
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Èç òåõíè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ââåäåì ñëåäóþùóþ «óäîáíóþ» ïàðàìåòðèçà-
öèþ )(),( tttt −′=′ σσ , ãäå σ  ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé íåîòðèöàòåëüíîé êîíñòàíòîé.
Âûðàæåíèå (17) ïðèíèìàåò âèä:
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñïðàâåäëèâîé öåíû îïöèîíà èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

( ) .0),(max),(,
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TT

n

Ðàññìîòðèì ñòðàõîâîé êîíòðàêò íà N ëåò, ñîãëàñíî êîòîðîìó êëèåíò îáÿçó-
åòñÿ åæåãîäíî âíîñèòü ïðåìèþ U â ìîìåíòû âðåìåíè 1,...,1,0 −N  ëåò, ëèáî äî
ìîìåíòà ñìåðòè, åñëè îíà ïðîèçîéäåò äî íàñòóïëåíèÿ òåðìèíàëüíîãî ìîìåíòà T
(N ëåò). Ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ îáÿçóåòñÿ â ñëó÷àå íàñòóïëåíèÿ ñìåðòè â ðàññìàò-
ðèâàåìûé ïåðèîä ïðîèçâåñòè ñòðàõîâóþ âûïëàòó
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Çàôèêñèðóåì a – äîëþ âëîæåíèé â ðèñêîâûé àêòèâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç-
âåñòíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fx(t) îñòàòî÷íîãî ñðîêà æèçíè êëèåíòà âîçðàñòà x.
Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûïëàò ïî ñòðàõîâîìó êîíòðàêòó ðàâíî:

(19)
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Cïðàâåäëèâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ U óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ýêâèâàëåíòíîñòè
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Ñîâåðøåííî åñòåñòâåííûé âîïðîñ ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè óñëîâèé íà g(U),
äîñòàòî÷íûõ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (20). Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå 0* =U  âûïèñûâàåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì,

åñëè 0)0( =g . Ñôîðìóëèðóåì îáùåå óòâåðæäåíèå î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñïðàâåäëèâîé íåòòî-ïðåìèè êàê íåòðèâèàëüíîãî ðå-
øåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (20) (ñì. äîêàçàòåëüñòâî â [19]):
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Â äàííîé ìîäåëè ôèíàíñîâîãî ðûíêà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåòðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î íàõîæäåíèè ñïðàâåäëèâîé íåòòî-ïðåìèè (20) äëÿ

( )1,0∈a , åñëè ôóíêöèÿ

++ →= RRg
U
UgUg :ˆ,)()(ˆ

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñòðîãî ìîíîòîííûì îòîáðàæåíèåì íà += Rg)ˆIm( ,
ò.å. âçàèìíîîäíîçíà÷íà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü

Tttt0 Nn1n =<<≤ − . Ïåðåïèøåì (18) â áîëåå óäîáíîì äëÿ ïîñëåäóþùåãî

ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà âèäå:
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ïðåîáðàçîâàíèÿ, èìååì:
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Äëÿ ñëó÷àÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ,...2,1),,( 1 =− nttA nn
T  ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè è õî-

ðîøî èçâåñòíû àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ðåøèòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ñïðàâåäëè-
âîé íåòòî-ïðåìèè (20) â ýòîì ñëó÷àå (íàïðèìåð, ñì. [21]). Áóäåì èñêàòü ïðèáëè-

æåíèå íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòè Tρ  ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ëîãíîðìàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ âåëè÷èí ÷åðåç ðàçëîæåíèå Ýäæâîðòà:
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ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðàìè fµ  è fσ , êîòîðûå âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðà-

çîì, ÷òîáû äâà ïåðâûõ öåíòðàëüíûõ ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî îáåèõ ìåð áûëè îäè-
íàêîâû, à
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Èòàê, âûïëàòà ñòðàõîâîé êîìïàíèè â òåðìèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

TtN =  ïðèáëèæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [19]):
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Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ñïðàâåäëèâîé íåòòî-ïðåìèè

äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 21,cc  è 3c , êîòîðûå ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â [19].
Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ñïðàâåäëèâîãî çíà÷åíèÿ åæåãîäíîé íåòòî-ïðå-

ìèè ñâåëîñü ê óæå õîðîøî èçó÷åííîé ïðîáëåìàòèêå õåäæèðîâàíèÿ îïöèîíîâ àçè-
àòñêîãî òèïà è ðàçâèòîé òåõíèêå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïî íàõîæäåíèþ ÷èñëåííûõ
ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

3. Ãèáêèå ñõåìû â íåïîëíûõ ðûíêàõ

Ðàññìîòðèì ãèáêèå ñòðàõîâûå êîíòðàêòû ñ ãàðàíòèåé â êîìáèíèðîâàííîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå îáîáùåííîé ìîäåëè Áàøåëüå ñî
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ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòüþ. Ïðèìåíèì ìåòîäîëîãèþ ñîâåðøåííîãî ñóïåðõåä-
æèðîâàíèÿ â íåïîëíûõ ðûíêàõ. Ïðè ýòîì ïðè ïîèñêå ìàêñèìàëüíîãî õåäæà, êî-
òîðûé ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèåé ñ ïîòðåáëåíèåì (ñì. [2, 5]), áóäåò ñèñòåìàòè÷åñêè èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òåõíèêà óïðàâëÿåìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è óðàâíåíèå Áåëëìàíà.

Îáîçíà÷èì ( ) TttXX ≤≤= 0  – ïðîöåññ äèñêîíòèðîâàííûõ öåí, çàäàííûé íà

ñòàíäàðòíîì ñòîõàñòè÷åñêîì áàçèñå ( )( )PFFF TttT ,,, 0 ≤≤=Ω . Çäåñü γ  íàçûâàåòñÿ

ñòðàòåãèåé ñ ïîòðåáëåíèåì, åñëè åå äèñêîíòèðîâàííûé êàïèòàë U èçìåíÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫ −+=
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tuut DdXUU
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0 γ ,

ãäå D – íåîòðèöàòåëüíûé ïðîöåññ ñóììàðíîãî ïîòðåáëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
íóþ ìîäåëü íåïîëíîãî ôèíàíñîâîãî ðûíêà. Ïóñòü T – ìîìåíò ïîãàøåíèÿ îïöèîíà,

( ) TttXX ≤≤= 0  – ïðîöåññ äèñêîíòèðîâàííûõ öåí àêòèâîâ, Tg  – äèñêîíòèðîâàííàÿ

âûïëàòà ïî îïöèîíó, M(X,P) – íåïóñòîå ñåìåéñòâî ìàðòèíãàëüíûõ ìåð X.
Ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå õàðàêòåðèçàöèè ñòðàòåãèé ñ ïîòðåáëåíèåì è ñòðóê-

òóðû ìèíèìàëüíîãî õåäæà (ñì. [2], [5]):

A. Ïóñòü ( ) TttUU ≤≤= 0  åñòü íåîòðèöàòåëüíûé ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ.

Ïðè ýòîì:
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ìîé ñòðàòåãèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà U – ëîêàëüíûé ìàðòèíãàë îòíî-

ñèòåëüíî âñåõ ( )PXMQ ,∈ .
2. Ïðîöåññ U ÿâëÿåòñÿ äèñêîíòèðîâàííûì êàïèòàëîì ñòðàòåãèè ñ ïî-

òðåáëåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà U – ñóïåðìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî

âñåõ ( )PXMQ ,∈ .
B. Ìíîæåñòâî õåäæèðóþùèõ ñòðàòåãèé äëÿ ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà
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gEsup .
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Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî γ̂  àêòèâîâ X è ïðîöåññ äèñêîíòèðîâàííîãî ñóì-

ìàðíîãî ïîòðåáëåíèÿ D̂  â îïòèìàëüíîì õåäæå îïðåäåëÿþòñÿ èç îïöèîíàëüíîãî
ðàçëîæåíèÿ:

t

t

uut DdXUU ˆˆˆˆ
0

0 −+= ∫γ .
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Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü Áàøåëüå, êàê èçâåñòíî (ñì. [5], [8]), çàäàåò ñëåäóþùóþ

ýâîëþöèþ öåí àêöèé tS  è áàíêîâñêîãî ñ÷åòà 1≡tB :

,0
,

=
+=

t

tt

dB
dwrdtdS σ

ãäå 0, >σr .
Îïðåäåëèì îáîáùåííóþ ìîäåëü Áàøåëüå ñî ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòüþ

íà ñòàíäàðòíîì ñòîõàñòè÷åñêîì áàçèñå ( ){ }( )1
0

1111 ,,, PFFF TttT ≤≤=Ω  ñëåäóþùèìè

ñîîòíîøåíèÿìè íà ýâîëþöèþ öåí ðèñêîâîãî tS  è áåçðèñêîâîãî tB  àêòèâîâ:

,0
,)(

=
Σ+=

t

ttt

dB
dwrdtdS ε

,10 =B  εσε tΠ−+=Σ )1()( 22 , ïðè÷åì tΠ  è tw , ñîîòâåòñòâåííî ïóàññîíîâñêèé ñ

ïàðàìåòðîì λ  è ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññû, ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, à
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôèëüòðàöèÿ

( ){ } { }.,,,1 tuStuBSF uuut ≤=≤= σσ

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå äàëåå ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà λ .

Èç ìàðòèíãàëüíîé õàðàêòåðèçàöèè ìèíèìàëüíîãî õåäæà ñòðàòåãèè ñ ïî-

òðåáëåíèåì ðàçóìíî èñêàòü åãî êàïèòàë â âèäå (ñì. [2, 4, 5]): ( )tSvV tt ,ˆˆ εε = . Êîëè-

÷åñòâî àêöèé â îïòèìàëüíîì õåäæå ðàâíî ( )tS
x
v

tt ,
ˆ

∂
∂

=
ε

εγ , à εV̂  ÿâëÿåòñÿ öåíîé â

ñëåäóþùåé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ( )( )ξ

ξ

ε
tTSEgtxv −= sup),(ˆ , ãäå ( )ξS  –

óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ ñ óïðàâëÿþùèì ïðîöåññîì ( ) Ttt ≤≤= 0ξξ  ñî çíà÷åíèÿìè â

äâóõòî÷å÷íîì ìíîæåñòâå { }εε σσ maxmin , , ãäå εσσεσσ εε −=+= 2
min

2
max , .

Èç îáùåé òåîðèè óïðàâëÿåìûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ âûòåêàåò (ñì. [4],

[15]), ÷òî ôóíêöèÿ öåíû ),(ˆ txvε  ïðèíàäëåæèò ( )),0[,1,2 TRC  è ñðåäè ôóíêöèé èç
ýòîãî êëàññà, ñ íå áîëåå ÷åì ïîëèíîìèíàëüíûì ðîñòîì, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà:

(24) 0
ˆ

2
1ˆˆ

2

2

=
∂
∂

++
∂

∂ ε
ε

ε
ε

x
vvL

t
v

,

),(),(ˆ xgTxv =ε
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ãäå äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð 2

2
2

2
1

x
L

∂
∂

= σ .

Âñëåäñòâèå ðåãóëÿðíîñòè (íåâûðîæäåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû) îïåðàòîðà L äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ïðèìåíèì ìåòîä âîçìóùåíèé. Ïðåäñòàâèì åãî ðåøåíèå â âèäå (ñì. [1]):

(25) ...),(ˆ),(ˆ),(ˆ),( 2
210 +++= •• εεε txvtxvtxvtxv

Íàéäåì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå çàäà÷è (24). Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (25) äëÿ

),(ˆ txvε  â óðàâíåíèå Áåëëìàíà (24), ïîëó÷èì:

( )

( )
( )

).(...),(ˆ),(ˆ),(ˆ

,0...),(ˆ),(ˆ),(ˆ
2
1

...),(ˆ),(ˆ),(ˆ

...),(ˆ),(ˆ),(ˆ

2
210

2

2
210

2

2
210

2
210

xgTxvTxvTxv

x
txvtxvtxv

txvtxvtxvL
t

txvtxvtxv

=+++

=
∂

+++∂
+

+++++

+
∂

+++∂

••

••

••

••

εε

εεε

εε

εε

Äàëåå, ïðèðàâíèâàÿ â ýòèõ ðàâåíñòâàõ ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû ïðè íóëåâîé

è ïåðâîé ñòåïåíÿõ ε , ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ íà ),(ˆ
0 txv  è ),(1̂ txv :

(26)

),(),(ˆ

,0ˆˆ

0

0
0

xgTxv

vL
t
v

=

=+
∂
∂

è

(27)

.0),(ˆ

,0
ˆ

2
1ˆˆ

1

2
0

2

1
1

=

=
∂
∂++

∂
∂

Txv

x
vvL

t
v

Ðåøåíèå âûøåóêàçàííûõ óðàâíåíèé (26) – (27) äàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåä-

ñòàâëåíèå âåðõíåé öåíû *С  ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà ( )TSg  äëÿ
222 )1( σσ ∆−+=Σ ΠЕ  ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì 2σε ∆= :

2
01000

2
0

* )0,(ˆ)0,(ˆ)0,(ˆ),(
2

σσ σ ∆+≈=∆ •
∆ SvSvSvSС .

Èç îáùåé òåîðèè ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì. [1]) âûòåêàåò, ÷òî

(28)    ∫ −

−
−

−
=

R

tT
x

deg
tT

txv ξξ
πσ

σ
ξ

)(2
)(

0
2

2

)(
)(2

1),(ˆ .
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Íàõîæäåíèå ),(1̂ txv  òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ òåõíè÷åñêèõ óñèëèé. Îáîçíà÷àÿ

),(
ˆ

2
1),( 2

0
2

tx
x
vtxf

∂
∂

=  è äåëàÿ çàìåíó âðåìåíè tTs −=  â (27), ïîëó÷èì ñëåäóþ-

ùåå óðàâíåíèå íà :),(ˆ),(ˆ
1

*
1 tTxvsxv −=

2
0

2
*
1

*
1

ˆ
2
1ˆˆ

x
vvL

s
v

∂
∂+=

∂
∂

,

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì 0)0,(ˆ*
1 =xv .

Èç îáùåé òåîðèè ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì. [1]) íàõîäèì, ÷òî

∫ ∫ −

−
−

−
−

=
s

R

s
x

dde
s

Tfsxv
0

)(2
)(

*
1

2

2

)(2
),(),(ˆ τξ

τπσ
τξ τσ

ξ

.

Ïðîèçâåäÿ îáðàòíóþ çàìåíó âðåìåíè, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ ),(1̂ txv :

∫ ∫
−

−−

−
−

−−
−

=
tT

R

tT
x

dde
tT

Tftxv
0

)(2
)(

*
1

2

2

)(2
),(),(ˆ τξ
τπσ

τξ τσ
ξ

.

Äàëåå, äëÿ íàõîæäåíèÿ f(x,t) âû÷èñëèì 
t

txv
∂

∂ ),(ˆ
0  èç (28) è âîñïîëüçóåìñÿ òåì,

÷òî ),(ˆ
0 txv  óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (26). Ñ ó÷åòîì ýòîãî èìååì, ÷òî

[ ] .)()()(
)(2)(2

1

),(
ˆ1),(

ˆ
2
1),(

22)(2
)(

25

0
22

0
2

2

2

ξξσξ
πσ

σ

σ
ξ

dxtTeg
tTtT

tx
t

vtx
x
vtxf

R

tT
x

−−−
−−

=

=
∂

∂
=

∂
∂

=

∫ −
−

−

Èñïîëüçóÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå f(x,t), ïðèõîäèì ê ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå

äëÿ ),(1̂ txv :
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( )

[ ]
( ) .

4

)()(

2

),(1

)(2
),(),(ˆ

0

)(2
)(

26

222
)(

0

)(2
)(

0
2

0

)(2
)(

1

2

2

2

2

2

2

2

2

∫ ∫
∫

∫ ∫

∫ ∫

−
−−

−
−

−
−

−
−−

−
−

−
−−

−
−

−−

−−

=

=
−−

−
∂
∂

=

=
−−

−
=

tT
tT

x

R

R

tT

R

tT
x

tT

R

tT
x

dde
tT

deg

dde
tT

T
t
v

dde
tT

Tftxv

τξ
τττπσ

ηξητση

τξ
τπσ

τξ
σ

τξ
τπσ

τξ

τσ
ξ

τσ
ξη

τσ
ξ

τσ
ξ

Èòàê, ñôîðìóëèðóåì óæå ôàêòè÷åñêè äîêàçàííóþ òåîðåìó î ñòðóêòóðå ïåð-
âîãî ïðèáëèæåíèÿ âåðõíåé öåíû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 3.1. Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå âåðõíåé öåíû ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñò-
âà g(x) â îáîáùåííîé ìîäåëè Áàøåëüå ñî ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòüþ èìå-
åò âèä:

(30)     ,)0,(ˆ)0,(ˆ),( 2
10

2* σσ ∆+≈∆ •xvxvxС

ãäå g(x) – ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ íå áîëåå ÷åì ïîëèíîìèàëüíûì ðîñòîì íà áåñ-

êîíå÷íîñòè, à ),(ˆ
0 txv  è ),(1̂ txv  îïðåäåëåíû â (28) è (29) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îïöèîíà ïîêóïàòåëÿ ( )+−= KSSg TT )(  è âû÷èñ-

ëèì äëÿ íåãî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå âåðõíåé öåíû. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì 0v̂  â âèäå:

.)(
)(2

1

)(
)(2

1),(ˆ

)(2
)(

)(2
)(

0

2

2

2

2

∫

∫
∞+

−
−

−

−
−

−
+

−
−

=

=−
−

=

K

tT
x

R

tT
x

deK
tT

deK
tT

txv

ξξ
πσ

ξξ
πσ

σ
ξ

σ
ξ

Ïðîèçâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ dytTd
tT

xy −=
−

−
= σξ

σ
ξ , , íàõîäèì, ÷òî
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( )







 −
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−

Φ−=

=
−

+
−

=

=−+−=

∫∫

∫

−
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∞−

−−
−

∞−

−

−
−

∞−

−

T
KxT

T
KxKx

dyyetTdyeKx

dyeKxytTtxv

tT
Kx

ytT
Kx

y

tT
Kx

y

σ
ϕσ

σ

π
σ

π

σ
π

σσ

σ

)()(

22

2
1),(ˆ

22

2
0

22

2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

(31) .)()()0,(ˆ
0 






 −

+
−

Φ−=
T
KxT

T
KxKxxv

σ
ϕσ

σ

Çàìåòèì, ÷òî BCxv =)0,(ˆ
0 , ãäå BC  – öåíà îïöèîíà â ìîäåëè Áàøåëüå (ñì. [5, 8]).

Äåéñòâèòåëüíî, ìîäåëü Áàøåëüå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ 02 =∆σ  è

)0,(ˆ)0,( 0
* xvxCCB == . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ âåðõíåé öåíû

îñòàëîñü âû÷èñëèòü )0,(1̂ xv . Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî
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∂
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σ
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Äàëåå äëÿ âû÷èñëåíèÿ )0,(1̂ xv  âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (29):
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (31) äëÿ )0,(ˆ
0 xv  è (32) äëÿ )0,(1̂ xv  â (30), ïîëó÷èì

ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà 3.2. Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå âåðõíåé öåíû îïöèîíà ïîêóïàòåëÿ

( )+−= KSSg TT )(  â îáîáùåííîé ìîäåëè Áàøåëüå ñî ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëü-
íîñòüþ èìååò âèä:
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Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå êàïèòàëà ìèíèìàëüíîãî õåäæà îïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ íèæíåé öåíû, ( )[ ]
MQ

T
Q SgEfesС

∈
= ,sinˆ

*  ïðè-

âîäÿò ê åå ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ íèæíåé öåíû:

.
2
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2
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2
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Èòàê, â îáîáùåííîé ìîäåëè Áàøåëüå ñî ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòüþ ïî-
ëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé öåíû ïëàòåæíîãî
îáÿçàòåëüñòâà. Òàêæå ïîëó÷åíû ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ìèíèìàëüíîãî õåäæà è ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ åìó ñòðàòåãèÿ.

Ââèäó íåçàâèñèìîñòè ïðîöåññîâ ôèíàíñîâîãî ðûíêà è ïðîöåññà ñìåðòíîñòè
îïðåäåëèì ñîâìåñòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî êàê ïðîèçâåäåíèå:

{ }( )21
0

2121 ,)(,, PPFFFF TttT ×=×Ω×Ω ≤≤ ,

ãäå ôèëüòðàöèÿ ( ) TttFF ≤≤= 0  ñîâìåñòíî ïîðîæäåíà ïðîöåññîì ýâîëþöèè öåí è

ïðîöåññîì ñìåðòíîñòè. Ñ÷èòàåì, ÷òî â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè áûëè çàñòðàõîâà-

íû âñå xl  ÷åëîâåê íà ñòðàõîâîé ñðîê T. Èç «ôèíàíñîâîãî» ïðèíöèïà ýêâèâàëåíò-

íîñòè ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèè âåðõíåé è
íèæíåé íåòòî-ïðåìèé.

Òåîðåìà 3.3. Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå âåðõíåé è íèæíåé íåòòî-ïðåìèé êîí-

òðàêòà ÷èñòîãî äîæèòèÿ ñ ôóíêöèåé âûïëàòû ( )KSSg TT ,max)( =  èìååò
ñëåäóþùèé âèä:
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Åñòåñòâåííî ðàçîáðàòü ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé
íåòòî-ïðåìèé â ðàìêàõ îáîáùåííîé ìîäåëè Áàøåëüå è ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ñ
âåëè÷èíîé ñïðàâåäëèâîé íåòòî-ïðåìèè â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Áàøåëüå. Ðàññìîò-
ðèì àíàëîãè÷íî [11] êîíòðàêò ÷èñòîãî äîæèòèÿ c «ãàðàíòèåé» ñðîêîì íà 15 ëåò,

ðàññ÷èòàííûé íà 45-ëåòíåãî ìóæ÷èíó, è ôóíêöèåé âûïëàòû ),max()( KSSg TT = .
Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíûé ñëó÷àé ïîäðîáíî ðàçáèðàëñÿ â ðàìêàõ ìîäåëè Áëýêà–
Øîóëñà ôèíàíñîâîãî ðûíêà â êà÷åñòâå ðåïðåçåíòàòèâíîãî êîíòðàêòà «ãèáêîãî»
ñòðàõîâàíèÿ â ïîëíûõ ðûíêàõ. Êàê è ðàíåå, áóäåì ïðîèçâîäèòü âñå ðàñ÷åòû äëÿ
îäíîãî ÷åëîâåêà è ñ÷èòàòü, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ñìåðòíîñòè óäîâëåòâîðÿåò ïðåäñòàâ-
ëåíèþ Ãîìïåðòñà–Ìàêõåéìà (ñì. [12, 16]}:

.0,09144,1000075858,00005,0 ≥+= +
•+ ttx

txµ

Äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåðòíîñòè óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðîæèòü 15 ëåò

45-ëåòíåìó ÷åëîâåêó ðàâíà 8796,04515 =p . Ïóñòü çàäàíû ïàðàìåòðû ìîäåëè

Áëýêà–Øîóëñà ôèíàíñîâîãî ðûíêà: âîëàòèëüíîñòü ïðîöåññà öåí ðèñêîâîãî àêòèâà
25,0=σ  (ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé), 15,0=σ  (ñëó÷àé íèçêîé âîëàòèëüíîñòè),

35,0=σ  (ñëó÷àé âûñîêîé âîëàòèëüíîñòè) è ïîñòîÿííûé áàíêîâñêèé ïðîöåíò

06,0=r . Ðàññìîòðèì äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ñëó÷àÿ: KS =0  è 10 =S .

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé êîýôôèöèåíò ôëóêòóàöèé âîëàòèëüíîñòè

2

2

σ
σδ ∆= . Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü δ  êàê ñâîåîáðàçíóþ ìåðó íåïîëíîòû ôè-

íàíñîâîãî ðûíêà. Ñî ñòðåìëåíèåì 0→δ  ôèíàíñîâûé ðûíîê ïðåîáðàçóåòñÿ â
ïîëíûé. Ïîýòîìó èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü çàâèñèìîñòü âåðõíåé è íèæíåé íåòòî-
ïðåìèé îò êîýôôèöèåíòà ôëóêòóàöèé âîëàòèëüíîñòè, ÷òî è áóäåò ðåàëèçîâàíî
äàëåå ñíà÷àëà â ôîðìóëüíîì âèäå, à çàòåì è íà ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ( KS =0 ) ôîðìóëû âåðõíåé (33) è íèæíåé (34) íåòòî-ïðå-

ìèé ïðåîáðàçóþòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:
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Íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿÿ ñïðàâåäëèâóþ íåòòî-ïðåìèþ â êîìáèíèðîâàííîé
ìîäåëè, ãäå â êà÷åñòâå ôèíàíñîâîé êîìïîíåíòû âçÿòà êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü Áà-
øåëüå (à íå îáîáùåííàÿ ìîäåëü Áàøåëüå, êàê ýòî ðàññìàòðèâàëîñü âûøå), ïîëó-
÷èì, ÷òî

(37) .
2 








+=

π
σ TKpU xTxT

Â «ïðåäåëå» 0=δ  (ñëó÷àé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Áàøåëüå) èìååì

xTxTxT UUU == *
* , ò.å. êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü Áàøåëüå ïðåêðàñíî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàç-

âèòîé â äàííîé ðàáîòå òåîðèåé îáîáùåííîé ìîäåëè Áàøåëüå. Ïðèâåäåì ïðèìåðû
÷èñëåííûõ ðàçìåðîâ âåðõíåé (35) è íèæíåé (36) íåòòî-ïðåìèé äëÿ óêàçàííûõ
âûøå ïàðàìåòðîâ ðûíêà äëÿ ñëó÷àåâ ðåãóëÿðíîé, íèçêîé è âûñîêîé âîëàòèëüíî-

ñòè â ïðåäïîëîæåíèè KS =0 .

Ñëó÷àé ðåãóëÿðíîé âîëàòèëüíîñòè ( 25,0=σ )ïðåäñòàâëåí â òàáë. 4.

Òàáëèöà 4.

δ Ê *
xT U *xT U )0( =δxTU

0,01 0 0,3415 0,3381 0,3398
0,01 1 1,2211 1,2177 1,2194
0,01 2 2,1007 2,0973 2,0990
0,02 0 0,3432 0,3364 0,3398
0,02 1 1,2228 1,2160 1,2194
0,02 2 2,1024 2,0956 2,0990

Ñëó÷àé íèçêîé âîëàòèëüíîñòè ( 15,0=σ ) ïðåäñòàâëåí â òàáë. 5.

Òàáëèöà 5.

δ Ê *
xT U *xT U )0( =δxTU

0,01 0 0,2049 0,2028 0,2039
0,01 1 1,0845 1,0824 1,0835
0,01 2 1,9641 1,9620 1,9631
0,02 0 0,2059 0,2018 0,2039
0,02 1 1,0855 1,0814 1,0835
0,02 2 1,9651 1,9610 1,9631
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Ñëó÷àé âûñîêîé âîëàòèëüíîñòè ( 35,0=σ ) ïðåäñòàâëåí â òàáë. 6.

Òàáëèöà 6.

δ Ê *
xT U *xT U )0( =δxTU

0,01 0 0,4781 0,4733 0,4757

0,01 1 1,3577 1,3529 1,3553

0,01 2 2,2373 2,2325 2,2349

0,02 0 0,4804 0,4709 0,4757

0,02 1 1,3600 1,3505 1,3553

0,02 2 2,2396 2,2301 2,2349

Îáðàòèì âíèìàíèå íà õàðàêòåð çàâèñèìîñòè íåòòî-ïðåìèé îò âîëàòèëüíî-
ñòè σ  è êîýôôèöèåíòà ôëóêòóàöèè âîëàòèëüíîñòè δ . Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî â
âûøåóêàçàííûõ ïðèìåðàõ âèäíà òåíäåíöèÿ ðîñòà íåòòî-ïðåìèé ñ ðîñòîì âîëà-
òèëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, σ  çàäàåò ïîëîæåíèå ñåðåäèíû îòðåçêà ñïðàâåäëèâûõ

öåí, êîòîðàÿ ñìåùàåòñÿ ââåðõ ñ ðîñòîì σ . Â ñâîþ î÷åðåäü δ  â ñðåäíåì íå âëèÿ-
åò íà âåëè÷èíó íåòòî-ïðåìèé (îñòàâëÿåò íà ìåñòå ñåðåäèíó îòðåçêà ñïðàâåäëè-
âûõ öåí). Êîýôôèöèåíò ôëóêòóàöèè âîëàòèëüíîñòè îòâå÷àåò çà ðàçìåð îòðåçêà
ñïðàâåäëèâûõ öåí, ïîñêîëüêó åìó ïðîïîðöèîíàëüíà òà «ïîïðàâêà», êîòîðóþ íóæ-
íî äîáàâèòü (îòíÿòü) ê ñïðàâåäëèâîé íåòòî-ïðåìèè êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Áàøåëüå

xT U , ÷òîáû ïîëó÷èòü âåðõíþþ (íèæíþþ) íåòòî-ïðåìèþ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð âû÷èñëåíèé âåðõíåé è íèæíåé íåòòî-ïðåìèé âî âòîðîì

÷àñòíîì ñëó÷àå ( 0S  ïîñòîÿííî, Ê âàðüèðóåòñÿ) ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè ìîäåëè,

÷òî è â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè äëÿ âåðõíåé (33) è
íèæíåé (34) íåòòî-ïðåìèé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè â ïîñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ

ìîæíî ïîëîæèòü 10 =S , à K ðàññìàòðèâàòü ðàâíûì 0 èëè 2 (çàìåòèì, K=1 ñîîò-

âåòñòâóåò ñëó÷àþ 10 == KS , êîòîðûé óæå áûë ðàçîáðàí â ïðåäûäóùåì ïðèìå-

ðå). Áåçóñëîâíî, òàêîé âûáîð çíà÷åíèé K äîñòàòî÷íî ðåïðåçåíòàòèâåí ââèäó òîãî,

÷òî 10 =S  ëåæèò ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ÷èñëàìè. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå,

åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ðåãóëÿðíîé âîëàòèëüíîñòè ( 25,0=σ ), íèçêîé

âîëàòèëüíîñòè ( 15,0=σ ) è âûñîêîé âîëàòèëüíîñòè ( 35,0=σ ).

Ñëó÷àé ðåãóëÿðíîé âîëàòèëüíîñòè ( 25,0=σ ) ïðåäñòàâëåí â òàáë. 7.

Òàáëèöà 7.

δ Ê *
xT U *xT U )0( =δxTU

0,01 0 0,9502 0,9422 0,9462

0,01 2 1,8298 1,8218 1,8258

0,02 0 0,9542 0,9383 0,9462

0,02 2 1,8338 1,8179 1,8258
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Ñëó÷àé íèçêîé âîëàòèëüíîñòè ( 15,0=σ ) ïðåäñòàâëåí â òàáë. 8.

Òàáëèöà 8.

δ Ê *
xT U *xT U )0( =δxTU

0,01 0 0,8900 0,8869 0,8885
0,01 2 1,7696 1,7665 1,7681
0,02 0 0,8916 0,8854 0,8885
0,02 2 1,7712 1,7650 1,7681

Ñëó÷àé âûñîêîé âîëàòèëüíîñòè ( 35,0=σ ) ïðåäñòàâëåí â òàáë. 9.

Òàáëèöà 9.

δ Ê *
xT U *xT U )0( =δxTU

0,01 0 1,0445 1,0342 1,0393
0,01 2 1,9241 1,9138 1,9189
0,02 0 1,0497 1,0290 1,0393
0,02 2 1,2993 1,9086 1,9189

Ïðèâåäåííûå äàííûå ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå âûñîêîé ôëóêòóàöèè âîëà-
òèëüíîñòè îáîáùåííàÿ ìîäåëü Áàøåëüå íàìíîãî àäåêâàòíåå îòðàæàåò ðåàëüíûé
ôèíàíñîâûé ðûíîê.

Òàêèì îáðàçîì, â îáîáùåííîé ìîäåëè Áàøåëüå ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïåðâûõ ïðèáëèæåíèé âåðõíåé è íèæíåé íåòòî-ïðåìèé äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî êëàññà ôóíêöèé âûïëàò. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ôóíêöèè âûïëàòû

( )KSSg TT ,max)( =  ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû ïåðâûõ ïðèáëèæåíèé âåðõíåé è
íèæíåé íåòòî-ïðåìèé. Ïîäðîáíî ðàçîáðàíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè, ïðèâåäåíû
ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ âåðõíåé è íèæíåé íåòòî-ïðåìèé, ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.

*         *
*
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