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Î ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäàõ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðàáîòå
ñ îïöèîíàìè1)

Øâåäîâ À.Ñ.

Îöåíêà ðàçëè÷íûõ îïöèîíîâ èìååò áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå
ïðè ðàçðàáîòêå ñòðàòåãèé íà ìèðîâûõ ôèíàíñîâûõ è ôîíäîâûõ ðûí-
êàõ. Äëÿ îöåíêè îïöèîíîâ ñîçäàíà ñëîæíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ,
êîòîðîé ïîñâÿùåíû äåñÿòêè êíèã è òûñÿ÷è æóðíàëüíûõ ñòàòåé. Ëàó-
ðåàòàìè íîáåëåâñêèõ ïðåìèé ïî ýêîíîìèêå ñòàëè Ñàìóýëüñîí, Ìåð-
òîí, Øîóëñ, âíåñøèå îñíîâîïîëàãàþùèé âêëàä â ñîçäàíèå ýòîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé òåîðèè. Äàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ óíèêàëü-
íûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ðàñ÷åòà öåí îïöèîíîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äà-
åòñÿ îáçîð îñíîâíûõ ìåòîäîâ îöåíêè îïöèîíîâ. Èçëîæåíèå âåäåòñÿ íà
ïðèìåðå îïöèîíîâ íà àêöèè, íî àíàëîãè÷íûå ìåòîäû èñïîëüçóþòñÿ è
äëÿ ðàñ÷åòîâ öåí äðóãèõ îïöèîíîâ, à òàêæå äëÿ ðàñ÷åòîâ öåí ôüþ-
÷åðñîâ, ñâîïîâ, îáëèãàöèé ñ ïðàâîì âûêóïà è ðÿäà äðóãèõ öåííûõ áó-
ìàã.

1.  Ââåäåíèå

Ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à, ïðè ðåøåíèè êîòîðîé ïðèìåíÿþòñÿ, è âåñüìà ñåðüåç-
íî, îïèñûâàåìûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû, - ýòî ïîèñê àðáèòðàæà íà ôèíàíñîâûõ
è ôîíäîâûõ ðûíêàõ. Àðáèòðàæåì (èëè ÷èñòûì àðáèòðàæåì) íàçûâàåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü èçâëå÷åíèÿ áåç ðèñêà ïðèáûëè, áîëüøåé, ÷åì áåçðèñêîâûé áàíêîâñêèé ïðî-
öåíò.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, òî åñòü äëÿ ïîèñêà àðáèòðàæà, ñòðîèòñÿ «ìàòå-
ìàòè÷åñêèé ìèð», ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàëüíîãî ðûíêà. Â «ìàòåìàòè÷åñêîì
ìèðå» äëÿ îïèñàíèÿ òîãî, êàê ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì öåíû ôîíäîâûõ àêòèâîâ, èñ-
ïîëüçóþòñÿ ñëó÷àéíûå ïðîöåññû (â âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà), ñòðîÿ-
ùèåñÿ íà îñíîâå èìåþùåéñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè èç ðåàëüíîãî ìèðà. Äå-
ëàþòñÿ òàêæå íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî óñëîâèé ïðîäàæè è ïî-
êóïêè ôîíäîâûõ àêòèâîâ â «ìàòåìàòè÷åñêîì ìèðå», íàïðèìåð, àáñîëþòíàÿ ëèê-
âèäíîñòü âñåõ àêòèâîâ. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â «ìàòåìàòè÷åñêîì ìèðå» îò-
ñóòñòâóåò àðáèòðàæ. Èñõîäÿ èç òîãî, êàêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû âûáðàíû, èç ñäå-
ëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî âîçìîæíîñòåé ïðîäàæè è ïîêóïêè ôîíäî-
âûõ àêòèâîâ è èç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæà äëÿ «ìàòåìàòè÷åñêîãî ìèðà»

                                                          
1) Доклад на научном семинаре кафедры математики, статистики и эконометрики ГУ-ВШЭ
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ðàññ÷èòûâàþòñÿ öåíû ðàçëè÷íûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ, íàïðèìåð îïöèîíîâ.
Íî â ðåàëüíîì ìèðå òå æå ôèíàíñîâûå èíñòðóìåíòû èìåþò ñâîè öåíû. Ñóùåñò-
âåííîå îòëè÷èå öåí ðåàëüíîãî ìèðà îò öåí òåõ æå ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ èç
«ìàòåìàòè÷åñêîãî ìèðà» ìîæåò óêàçûâàòü íà íàëè÷èå àðáèòðàæà íà ïðàêòèêå.
Ïðè ýòîì «ìàòåìàòè÷åñêèé ìèð» ïîêàçûâàåò òàêæå ñïîñîá èçâëå÷åíèÿ ïðèáûëè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè âûáðàííûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ èëè ïðåäïî-
ëîæåíèé îòíîñèòåëüíî âîçìîæíîñòåé ïðîäàæè è ïîêóïêè ôîíäîâûõ àêòèâîâ «ìà-
òåìàòè÷åñêèé ìèð» ìåíÿåòñÿ. Ìåíÿþòñÿ è öåíû ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ â ýòîì
ìèðå. Ïðàâèëüíûé âûáîð ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè - ýòî âîïðîñ î÷åíü âàæíûé. Íî
ýòîò âîïðîñ îñòàåòñÿ çà ðàìêàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû. Ïîñêîëüêó íàøåé öåëüþ ÿâ-
ëÿåòñÿ îáçîð îñíîâíûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà öåí îïöèîíîâ, ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ «ìàòåìàòè÷åñêèõ ìèðîâ».

Ñëîâà «ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïöèîíîâ» èëè «ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ
ðàáîòû ñ îïöèîíàìè» îáîçíà÷àþò ñêîðåå òåìó äîêëàäà, ÷åì äàþò òî÷íîå íàçâàíèå
ýòîìó êðóãó âîïðîñîâ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü, èñïîëüçóåòñÿ
ïðè ðàáîòå íå òîëüêî ñ îïöèîíàìè, íî è ñî ìíîãèìè äðóãèìè ôèíàíñîâûìè èíñò-
ðóìåíòàìè, íàïðèìåð ñî ñâîïàìè, ôüþ÷åðñàìè, îáëèãàöèÿìè. Îíà ÿâëÿåòñÿ áîëü-
øîé è ñëîæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèåé, âîçíèêøåé íà ñòûêå òåîðèè êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Íî âñå æå îïöèîíû èãðàþò â ýòîé òåîðèè íåñêîëüêî
îñîáóþ ðîëü. Ýòî ñâÿçàíî è ñ òåì, ÷òî ìíîãèå íàïðàâëåíèÿ äàííîé òåîðèè áûëè
ñîçäàíû èìåííî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îá îöåíêå îïöèîíîâ, è ñ òåì, ÷òî âîïðîñû
îöåíêè äðóãèõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ ÷àñòî ñâîäÿòñÿ ê âîïðîñàì îöåíêè îï-
öèîíîâ.

Îïöèîí - ýòî öåííàÿ áóìàãà, äàþùàÿ ïðàâî åå âëàäåëüöó êóïèòü îïðåäåëåí-
íîå èìóùåñòâî ó ëèöà, âûïóñòèâøåãî îïöèîí, (èëè ïðîäàòü îïðåäåëåííîå èìóùå-
ñòâî ëèöó, âûïóñòèâøåìó îïöèîí) ïî óñòàíîâëåííîé öåíå â òå÷åíèå íåêîòîðîãî
âðåìåíè. Îïöèîí, äàþùèé ïðàâî êóïèòü èìóùåñòâî, íàçûâàåòñÿ îïöèîíîì êîëë;
îïöèîí, äàþùèé ïðàâî ïðîäàòü èìóùåñòâî, íàçûâàåòñÿ îïöèîíîì ïóò2). Ïðè çàê-
ëþ÷åíèè òàêîãî äîãîâîðà òà ñòîðîíà, êîòîðàÿ ïðèîáðåòàåò ïðàâî êóïèòü èëè ïðî-
äàòü èìóùåñòâî, äîëæíà çàïëàòèòü äðóãîé ñòîðîíå îïðåäåëåííóþ ñóììó, íåçàâè-
ñèìî îò òîãî, âîñïîëüçóåòñÿ îíà ýòèì ïðàâîì èëè íåò. (Ýòîò ïëàòåæ ìîæåò áûòü
ïðîèçâåäåí è â ðàññðî÷êó, íî ìû äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ïðîèçâîäèò-
ñÿ çà îäèí ïðèåì.) Îáû÷íî, åñëè ñðîê äåéñòâèÿ îïöèîíà åùå íå èñòåê, âëàäåëåö
ìîæåò ïðîäàòü îïöèîí, òî åñòü óñòóïèòü ñâîå ïðàâî òðåòüåé ñòîðîíå. Òà ñóììà,
êîòîðóþ îí ïîëó÷àåò ïðè ýòîì, ìîæåò áûòü êàê çíà÷èòåëüíî áîëüøå, òàê è çíà÷è-
òåëüíî ìåíüøå òîé ñóììû, êîòîðàÿ áûëà çàïëà÷åíà èì ïðè çàêëþ÷åíèè äîãîâîðà.
Îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèå êîëåáàíèÿ öåíû ïîêóïàåìîãî èëè ïðîäàâàåìîãî èìóùå-
ñòâà â òå÷åíèå ñðîêà äåéñòâèÿ îïöèîíà ìîãóò âûçâàòü âåñüìà ñóùåñòâåííûå èç-
ìåíåíèÿ öåíû îïöèîíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åãî äîõîäíîñòü ìîæåò áûòü î÷åíü áîëü-
øîé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå ìíîãèå âèäû îïöèîíîâ.
Òîëüêî ïî âèäàì èìóùåñòâà ìîãóò áûòü íàçâàíû ñëåäóþùèå. Âàëþòíûå îïöèîíû,
êîãäà èìóùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ èíîñòðàííàÿ âàëþòà. Ïðîöåíòíûå îïöèîíû, ïîçâî-
ëÿþùèå äàòü èëè âçÿòü âçàéìû ïîä êîíêðåòíóþ ñòàâêó ïðîöåíòà â òå÷åíèå îïðå-
äåëåííîãî ïåðèîäà, òî åñòü ïðîäàòü èëè êóïèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëèãàöèþ. Îï-

                                                          
2) Названия происходят от английских слов «call» и «put».
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öèîíû íà ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèå îáëèãàöèè. Ñâîïöèîíû, äàþùèå ïðàâî íà çàê-
ëþ÷åíèå îïåðàöèè ñâîï íà îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, à òàêæå îïöèîíû ïðåêðàùå-
íèÿ ñâîïà. Îïöèîíû íà àêöèè. Îïöèîíû íà òîâàð. Îïöèîíû íà ôüþ÷åðñû. Èíäåêñ-
íûå îïöèîíû, äàþùèå ïðàâî ïîëó÷èòü ñóììó ïðîïîðöèîíàëüíóþ ïðèðîñòó ñâåðõ
îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ (èëè, íàîáîðîò, óìåíüøåíèþ) íåêîòîðîãî áèðæåâîãî èíäåê-
ñà, åñëè òàêîé ïðèðîñò (óìåíüøåíèå) ïðîèçîéäåò â òå÷åíèå îãîâîðåííîãî âðåìåíè.
Îïöèîíû íà îïöèîíû.

Ïî ïðàâèëó èñïîëíåíèÿ îïöèîíû äåëÿòñÿ íà àìåðèêàíñêèå, åâðîïåéñêèå è
áåðìóäñêèå. Îïöèîí íàçûâàåòñÿ àìåðèêàíñêèì, åñëè èìóùåñòâî ìîæåò áûòü êóï-
ëåíî èëè ïðîäàíî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìåæäó äàòîé çàêëþ÷åíèÿ äîãîâîðà è
äàòîé åãî îêîí÷àíèÿ, òî åñòü â òå÷åíèå âñåãî ñðîêà äåéñòâèÿ îïöèîíà. Îïöèîí íà-
çûâàåòñÿ åâðîïåéñêèì, åñëè èìóùåñòâî ìîæåò áûòü êóïëåíî èëè ïðîäàíî òîëüêî
â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ äîãîâîðà. Îïöèîí íàçûâàåòñÿ áåðìóäñêèì, åñëè ïåðèîä, â òå-
÷åíèå êîòîðîãî îí ìîæåò áûòü èñïîëíåí, áîëüøå, ÷åì äëÿ åâðîïåéñêîãî, íî ìåíü-
øå, ÷åì äëÿ àìåðèêàíñêîãî îïöèîíîâ ñ òåìè æå äàòàìè íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ äîãî-
âîðà. Äàííûå íàçâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûìè, îíè íå îçíà÷àþò, ÷òî îïöèîíû ñ òà-
êèìè ïðàâèëàìè èñïîëíåíèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî â óêàçàííûõ ìåñòàõ.

Îïöèîíû áûâàþò áèðæåâûå è âíåáèðæåâûå. Ëèêâèäíîñòü áèðæåâûõ îïöèî-
íîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì õàðàêòåðîì äîãîâîðîâ.

Ëèòåðàòóðà, ïîñâÿùåííàÿ îïöèîíàì è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, ðàçðàáîòàí-
íîé äëÿ èõ îöåíêè, îãðîìíà. Â ñïèñêå ëèòåðàòóðû â êîíöå ñòàòüè íàçâàíî íå-
ñêîëüêî èçâåñòíûõ êíèã [2] - [5], [7] - [12], [14] - [21], êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñî-
äåðæàò áîëüøóþ áèáëèîãðàôèþ.

Â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì åâðîïåéñêèõ è àìåðè-
êàíñêèõ îïöèîíîâ íà àêöèè è äàåì êðàòêîå îïèñàíèå îñíîâíûõ ñóùåñòâóþùèõ
ìåòîäîâ èõ îöåíêè. Â ïàðàãðàôå 2 ôîðìóëèðóþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî
âîçìîæíîñòåé ïðîäàæè è ïîêóïêè àêòèâîâ â «ìàòåìàòè÷åñêîì ìèðå», ïðèâîäÿòñÿ
ïðèìåðû äîãîâîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ïîðòôåëü ó÷àñòíèêà ðûíêà, îáñóæäàåòñÿ, îò
êàêèõ ôàêòîðîâ çàâèñèò öåíà îïöèîíà. Â ýòîì ïàðàãðàôå òàêæå âûâîäèòñÿ ñîîò-
íîøåíèå ìåæäó öåíàìè åâðîïåéñêèõ îïöèîíîâ êîëë è ïóò, ïîêàçûâàþùåå íà êîí-
êðåòíîì ïðèìåðå, êàê óñëîâèå îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæà ïîçâîëÿåò äåëàòü çàêëþ÷å-
íèÿ î öåíàõ îïöèîíîâ, è êàê ìîæåò âîçíèêàòü àðáèòðàæ â ðåàëüíîì ìèðå. Ïàðà-
ãðàô 3 ïîñâÿùåí ìåòîäó îöåíêè îïöèîíîâ, êîãäà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ öåí ôîíäî-
âûõ àêòèâîâ èñïîëüçóþòñÿ ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Çäåñü
îáñóæäàåòñÿ îöåíêà îïöèîíîâ ïðè ïîìîùè áèíîìèàëüíîé ìîäåëè è ïðè ïîìîùè
ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Ïàðàãðàô 4 ïîñâÿùåí ñëó÷àþ, êîãäà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ öåí
ôîíäîâûõ àêòèâîâ èñïîëüçóþòñÿ ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.
Îöåíêà îïöèîíîâ ïðè ýòîì ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-
íåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

2.  Ñâîéñòâà «ìàòåìàòè÷åñêîãî ìèðà», íå ñâÿçàííûå ñ òåì,
êàêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû âûáðàíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ öåí

ôîíäîâûõ àêòèâîâ

2.1. Óñëîâèÿ èäåàëüíîãî ðûíêà

Ïóñòü â «ìàòåìàòè÷åñêîì ìèðå» ïðèñóòñòâóþò áåçðèñêîâûå îáëèãàöèè, àê-
öèè è îïöèîíû íà àêöèè. Ýòè öåííûå áóìàãè ó÷àñòíèêè ðûíêà ìîãóò ïîêóïàòü è
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ïðîäàâàòü. Îòíîñèòåëüíî óñëîâèé ïîêóïêè è ïðîäàæè öåííûõ áóìàã äåëàþòñÿ
ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå öåííûå áóìàãè ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî ëèêâèäíûìè.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî êóïèòü èëè ïðîäàòü ëþáîå êîëè-
÷åñòâî öåííûõ áóìàã ëþáîãî âèäà. Öåíà ïîêóïêè ñîâïàäàåò ñ öåíîé ïðîäàæè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî âñå öåííûå áóìàãè ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî äåëè-
ìûìè. Òî åñòü ìîæíî ïðîäàòü è êóïèòü, íàïðèìåð, íå òîëüêî àêöèþ, íî è ëþáóþ
äîëþ àêöèè. Èçäåðæêè, ñâÿçàííûå ñ ïîêóïêîé è ïðîäàæåé öåííûõ áóìàã, îòñóò-
ñòâóþò. Îòñóòñòâóþò è íàëîãè.

Åùå îäíî ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî íè îäèí èç ó÷àñòíèêîâ ðûíêà
ñâîèìè äåéñòâèÿìè íå ìîæåò ïîâëèÿòü íà öåíû àêòèâîâ. Íî ñîâìåñòíûå äåéñòâèÿ
âñåõ ó÷àñòíèêîâ ðûíêà îïðåäåëÿþò ïðîöåññ èçìåíåíèÿ öåí àêòèâîâ.

2.2.  Ïðèìåðû äîãîâîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ïîðòôåëü ó÷àñòíèêà ðûíêà

Ïóñòü S t  - öåíà íåêîòîðîé àêöèè â ìîìåíò âðåìåíè t , ST  - öåíà òîé æå àê-

öèè â ìîìåíò âðåìåíè T . Ïóñòü t t t Tk< < < <1 ...  è â ìîìåíòû âðåìåíè t tk1,...,
ïî àêöèè âûïëà÷èâàþòñÿ äèâèäåíäû d dk1, ..., .

Ïóñòü äâà ó÷àñòíèêà ðûíêà À è Á çàêëþ÷èëè ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèé äî-
ãîâîð. Â ìîìåíò âðåìåíè t  ó÷àñòíèê À ïîëó÷àåò îò ó÷àñòíèêà Á ñóììó S t . Â ìî-

ìåíòû t tk1,...,  ó÷àñòíèê À ïëàòèò ó÷àñòíèêó Á ñóììû d dk1, ..., , è, íàêîíåö, â ìî-

ìåíò T  ó÷àñòíèê À ïëàòèò ó÷àñòíèêó Á ñóììó ST . Ñõåìàòè÷åñêè ýòî ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
                                               t              t1             ...          tk               T
                  А
                                              ↑ S t         ↓ d1         ...         ↓ dk         ↓ ST
                 Б

Ýòî òðàäèöèîííàÿ ñäåëêà ïîêóïêè-ïðîäàæè àêöèè, â êîòîðîé ó÷àñòíèê À ÿâëÿåò-
ñÿ «ìåäâåäåì», à ó÷àñòíèê Á - «áûêîì». Ó÷àñòíèê À èãðàåò íà ïîíèæåíèå öåíû
àêöèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî åãî áóäóùèå ðàñõîäû óñòóïÿò ïîëó÷åííîé èì â ìîìåíò t  ñóì-
ìå. Ó÷àñòíèê Á, íàïðîòèâ, èãðàåò íà ïîâûøåíèå, ñ÷èòàÿ, ÷òî ðîñò öåíû àêöèè
âìåñòå ñ äèâèäåíäàìè ïîçâîëÿò åìó îñòàòüñÿ â âûèãðûøå. Â ýòîé ñäåëêå ïîçèöèÿ
ó÷àñòíèêà À íàçûâàåòñÿ êîðîòêîé, à ïîçèöèÿ ó÷àñòíèêà Á - äëèííîé. Ïî-äðóãîìó
ãîâîðÿò, ÷òî ó÷àñòíèê À ïðîäàë èëè âûïóñòèë àêöèþ, à ó÷àñòíèê Á êóïèë àêöèþ.
Îòìåòèì, ÷òî â ïðèíÿòûõ íàìè óñëîâèÿõ èäåàëüíîãî ðûíêà íå èìååò çíà÷åíèÿ,
áûëà ëè ïðîèçâåäåíà ðåàëüíàÿ ïåðåäà÷à àêöèè èëè áûëà ïåðåäàíà ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ñóììà äåíåã.

Íàáîð ïîäîáíûõ äîãîâîðîâ ñîñòàâëÿåò ïîðòôåëü ó÷àñòíèêà ðûíêà. Ñðåäñòâà,
ïîëó÷åííûå ó÷àñòíèêîì îò âûïóñêà îäíèõ àêöèé, ìîãóò áûòü íàïðàâëåíû èì íà
ïîêóïêó äðóãèõ àêöèé.

Îäíàêî ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïîðòôåëÿ ìîæåò áûòü öåëåñîîá-
ðàçíî âêëþ÷èòü â íåãî äîãîâîðà è äðóãîãî âèäà.
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Íàïðèìåð, À è Á ìîãóò çàêëþ÷èòü ôîðâàðäíóþ ñäåëêó. Îíè îïðåäåëÿþò
ïðè çàêëþ÷åíèè äîãîâîðà öåíó K , è â ìîìåíò âðåìåíè T  ó÷àñòíèê À ïëàòèò
ó÷àñòíèêó Á ñóììó S KT − , åñëè S KT > , èëè ó÷àñòíèê Á ïëàòèò ó÷àñòíèêó À

ñóììó K ST− , åñëè S KT < . Íèêàêèõ äðóãèõ ïëàòåæåé ýòîò äîãîâîð íå ïðåäóñ-

ìàòðèâàåò. Ïðè S KT =  íèêàêèõ ïëàòåæåé íå ïðîèñõîäèò è â ìîìåíò âðåìåíè T .
Ñõåìàòè÷åñêè ôîðâàðäíóþ ñäåëêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
                                    t                                                                 T

   А                                  
6 74444444444 84444444444

                                   b 0            ↓ −S KT  (если  S KT > )       ↑ −K ST  (если  S KT < )
                 Б

Ó÷àñòíèêè À è Á ìîãóò çàêëþ÷èòü è ñäåëêó, íåñêîëüêî îòëè÷àþùóþñÿ îò
ôîðâàðäíîé. Öåíà K  îïÿòü ÿâëÿåòñÿ çàðàíåå îïðåäåëåííîé, è â ìîìåíò T  ó÷à-
ñòíèê À ïëàòèò ó÷àñòíèêó Á ñóììó S KT − , åñëè S KT > . Åñëè æå S KT ≤ , òî

íèêàêèõ ïëàòåæåé â ìîìåíò T  íå ïðîèñõîäèò. ßñíî, ÷òî ïðè çàêëþ÷åíèè òàêîé
ñäåëêè ó÷àñòíèê Á äîëæåí áûë çàïëàòèòü ó÷àñòíèêó À íåêîòîðóþ ñóììó Ct .
Ñõåìàòè÷åñêè ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
                                    t                                                               T

                 А                                    
6 7444444444 8444444444

                                   ↑ Ct            ↓ −S KT  (если  S KT > )       b 0  (если  S KT ≤ )
                 Б

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ýòà ñäåëêà ÿâëÿåòñÿ åâðîïåéñêèì îïöèîíîì êîëë, òî
åñòü îïöèîíîì íà ïîêóïêó àêöèè. Â ìîìåíò âðåìåíè t  ó÷àñòíèê Á ïîêóïàåò ó
ó÷àñòíèêà À ïðàâî êóïèòü ó òîãî â ìîìåíò âðåìåíè T  äàííóþ àêöèþ ïî öåíå K .
Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè T  ðûíî÷íàÿ öåíà àêöèè ST  ìåíüøå K , òî íåò íèêàêîãî

ñìûñëà ïîêóïàòü àêöèþ çà K , òàê êàê åå ìîæíî êóïèòü çà ìåíüøóþ öåíó, è îï-
öèîí îñòàåòñÿ íåèñïîëíåííûì. Åñëè æå â ìîìåíò âðåìåíè T  ðûíî÷íàÿ öåíà àê-
öèè ST  áîëüøå K , òî ó÷àñòíèê Á ìîæåò êóïèòü ó ó÷àñòíèêà À àêöèþ çà K  è

ñåé÷àñ æå ïðîäàòü åå çà ST , òî åñòü ïîëó÷èòü äîõîä S KT − . Â óñëîâèÿõ èäåàëü-
íîãî ðûíêà ýòî âñå ðàâíî, ÷òî ó÷àñòíèê Á ïîëó÷àåò îò ó÷àñòíèêà À ñóììó
S KT − .

Åâðîïåéñêèé îïöèîí ïóò - ýòî ñäåëêà ñëåäóþùåãî âèäà. Â ìîìåíò âðåìåíè
T  ó÷àñòíèê À ïëàòèò ó÷àñòíèêó Á ñóììó K ST− , åñëè S KT < . Åñëè æå

S KT ≥ , òî íèêàêèõ ïëàòåæåé â ìîìåíò âðåìåíè T  íå ïðîèñõîäèò. Ïðè çàêëþ÷å-
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íèè òàêîé ñäåëêè ó÷àñòíèê Á äîëæåí áûë çàïëàòèòü ó÷àñòíèêó À íåêîòîðóþ ñóì-
ìó Pt . Ñõåìàòè÷åñêè ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

                                    t                                                               T

                 А                                    
6 7444444444 8444444444

                                   ↑ Pt            ↓ −K ST  (если  S KT < )        b 0  (если  S KT ≥ )
                 Б

Â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ ïîçèöèè ó÷àñòíèêà À ïî îïöèîíàì ÿâëÿþòñÿ êî-
ðîòêèìè, à ïîçèöèè ó÷àñòíèêà Á - äëèííûìè. Ó÷àñòíèê À âûïóñòèë îïöèîíû, à
ó÷àñòíèê Á êóïèë. Ct  è Pt  ÿâëÿþòñÿ öåíàìè äàííûõ îïöèîíîâ â ìîìåíò âðåìå-

íè t .
Îñíîâíûå èäåè ìåòîäîâ îöåíêè ìîãóò áûòü ïîêàçàíû íà ïðèìåðàõ åâðîïåé-

ñêèõ è àìåðèêàíñêèõ îïöèîíîâ íà ïîêóïêó è íà ïðîäàæó àêöèé, è â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ýòè îïöèîíû. Íî îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî äàæå åñëè
ãîâîðèòü òîëüêî îá îïöèîíàõ íà àêöèè, õàðàêòåð îïöèîííîãî äîãîâîðà ìîæåò áûòü
çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûì. Íàïðèìåð, ðàçìåð âûïëàòû ìîæåò çàâèñåòü íå òîëü-
êî îò öåíû àêöèè â ìîìåíò èñïîëíåíèÿ îïöèîíà, íî è îò òîãî, êàêîé áûëà öåíà
àêöèè â êàêèå-òî ïðåäøåñòâóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè.

2.3.  Ïðîñòåéøèå ïîðòôåëè, ñîäåðæàùèå îïöèîíû

×òîáû ïîêàçàòü åùå îäíî ïðèëîæåíèå çàäà÷è îá îöåíêå îïöèîíîâ, êðîìå
ïîèñêà àðáèòðàæà, ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ïîðòôåëè. Ïîêàæåì, â ÷åì
çàêëþ÷àþòñÿ ïðåèìóùåñòâà ïîðòôåëåé, ñîñòîÿùèõ èç àêöèè è èç îïöèîíà íà ýòó
àêöèþ ïåðåä ïîðòôåëåì, ñîñòîÿùèì èç îäíîé àêöèè. Ñ÷èòàåì, ÷òî ìåæäó ìîìåí-
òàìè âðåìåíè t  è T  äèâèäåíäû ïî àêöèè íå âûïëà÷èâàþòñÿ.

«Äëèííàÿ àêöèÿ». (Òî åñòü ïî àêöèè çàíÿòà äëèííàÿ ïîçèöèÿ.) Äîõîä îò òà-
êîãî ïîðòôåëÿ, ñîñòîÿùåãî èç îäíîé àêöèè, çà ïåðèîä îò  t  äî T  ñîñòàâëÿåò

S ST t− .
Ðàçóìååòñÿ, ýòî ÷èñëî ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì.

«Äëèííàÿ àêöèÿ - äëèííûé ïóò». Èìåÿ àêöèþ è çàùèùàÿñü îò âîçìîæíîñòè
áîëüøîãî ïàäåíèÿ öåíû àêöèè, èíâåñòîð êóïèë åâðîïåéñêèé ïóò  ñ öåíîé èñïîë-
íåíèÿ K , òî åñòü êóïèë ïðàâî ïðîäàòü àêöèþ çà K  â ìîìåíò âðåìåíè T . Äîõîä
îò òàêîãî ïîðòôåëÿ ñîñòàâëÿåò

max( , ).S S P K S PT t t t t− − − −

«Äëèííàÿ àêöèÿ - êîðîòêèé êîëë». Èìåÿ àêöèþ è æåëàÿ ïîëó÷èòü äîïîëíè-
òåëüíûé äîõîä, èíâåñòîð âûïóñòèë åâðîïåéñêèé êîëë ñ öåíîé èñïîëíåíèÿ K . Õî-
òÿ ýòî è óìåíüøèò åãî äîõîä, åñëè ê ìîìåíòó âðåìåíè T  öåíà àêöèè áóäåò âûøå
îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ, èíâåñòîð èäåò íà ýòî ðàäè ïîëó÷åíèÿ áîëüøåãî äîõîäà â
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ñëó÷àå, åñëè öåíà àêöèè ê ìîìåíòó âðåìåíè T áóäåò íèæå ýòîãî óðîâíÿ. Äîõîä îò
òàêîãî ïîðòôåëÿ ñîñòàâëÿåò

min(
( , )

,
( , )

).S S
C

P t T
K S

C
P t TT t

t
t

t− + − +

Ïðè t T<  ÷åðåç P t T( , )  ìû îáîçíà÷àåì öåíó â ìîìåíò t  îáëèãàöèè, ïî êî-

òîðîé â ìîìåíò T  ãàðàíòèðîâàííî âûïëà÷èâàåòñÿ 1. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
0 1< <P t T( , ) .

2.4. Ôàêòîðû, îò êîòîðûõ çàâèñèò öåíà îïöèîíà

Îò êàêèõ âåëè÷èí äîëæíà çàâèñåòü öåíà îïöèîíà êîëë èëè öåíà îïöèîíà
ïóò â ìîìåíò âðåìåíè t ?

Öåíà îïöèîíà äîëæíà çàâèñåòü îò ñàìîãî ìîìåíòà âðåìåíè t  è îò ñðîêà èñ-
òå÷åíèÿ îïöèîíà T .

Öåíà îïöèîíà äîëæíà çàâèñåòü îò òåêóùåé öåíû àêöèè S t  è îò öåíû èñ-

ïîëíåíèÿ K , à òàêæå îò âûïëà÷èâàåìûõ äèâèäåíäîâ.
Öåíà îïöèîíà äîëæíà çàâèñåòü îò ñðî÷íîé ñòðóêòóðû ïðîöåíòíîé ñòàâêè â

ìîìåíò âðåìåíè t 3).
Öåíà îïöèîíà äîëæíà çàâèñåòü îò õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ öåíû àêöèè ñ òå÷å-

íèåì âðåìåíè. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ÷åì áîëüøå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå èñïûòûâàåò
öåíà àêöèè, òåì âûøå öåíà îïöèîíà.

Öåíà îïöèîíà ìîæåò çàâèñåòü îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ýòîò îïöèîí åâðîïåéñêèì
èëè àìåðèêàíñêèì.

Ñêîëüêî äîëæíû ñòîèòü ðàçëè÷íûå îïöèîíû íà èäåàëüíîì ðûíêå, ãäå îò-
ñóòñòâóåò àðáèòðàæ? Íà ýòîò âîïðîñ îòâå÷àåò ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, êîòîðîé
ïîñâÿùåí äàííûé äîêëàä.

 
2.5. Ñîîòíîøåíèå öåí åâðîïåéñêèõ îïöèîíîâ êîëë è ïóò

Ïóñòü åâðîïåéñêèé îïöèîí êîëë è åâðîïåéñêèé îïöèîí ïóò íà íåêîòîðóþ
àêöèþ èìåþò îäèíàêîâóþ öåíó èñïîëíåíèÿ K  è îäèí è òîò æå ñðîê èñòå÷åíèÿ
T . Ïóñòü ìåæäó ìîìåíòàìè âðåìåíè t  è T  äèâèäåíäû ïî àêöèè íå âûïëà÷èâà-
þòñÿ. Òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó öåíîé åâðîïåé-
ñêîãî îïöèîíà êîëë Ct , öåíîé åâðîïåéñêîãî îïöèîíà ïóò Pt  è öåíîé àêöèè St :

(1)                             C P S K P t Tt t t− − + ⋅ =( , ) .0
Ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè ñîîòíîøåíèå (1) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî â «ìàòåìàòè-

÷åñêîì ìèðå» âîçíèêàåò àðáèòðàæ, ÷åãî áûòü ïî óñëîâèþ íå ìîæåò. Ïðèâîäèìàÿ

                                                          
3) Ïðè ôèêñèðîâàííîì t  ñðî÷íîé ñòðóêòóðîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè íàçûâàåòñÿ íàáîð

÷èñåë r t T
P t T
T t

( , )
ln ( , )

= −
−

 ïðè âñåâîçìîæíûõ T t> .
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íèæå ñõåìà ðàññóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ðàñïðîñòðàíåííîé è èñïîëüçóåòñÿ ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ìíîãèõ óòâåðæäåíèé î öåíàõ îïöèîíîâ. Â ïîñëåäóþùåì ìû áóäåì
ñ÷èòàòü òàêóþ ñõåìó ðàññóæäåíèé ñàìó ñîáîé ðàçóìåþùåéñÿ, íî îäèí ðàç ïðîâå-
äåì äîêàçàòåëüñòâî ïîäðîáíî. Â ìîìåíò âðåìåíè t  ñîñòàâèì ñëåäóþùèé ïîðò-
ôåëü.

1.  Êóïëåí åâðîïåéñêèé îïöèîí êîëë ñ öåíîé èñïîëíåíèÿ K  è ñî ñðîêîì èñ-
òå÷åíèÿ T .

2.  Âûïóùåí åâðîïåéñêèé îïöèîí ïóò ñ öåíîé èñïîëíåíèÿ K  è ñî ñðîêîì èñ-
òå÷åíèÿ T .

3.  Âûïóùåíà àêöèÿ.
4.  Êóïëåíî K  îáëèãàöèé ñ ïîãàøåíèåì â ìîìåíò âðåìåíè T .
Íèêàêèõ èçìåíåíèé â ñîñòàâ ïîðòôåëÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè T  âíîñèòü íå

áóäåì. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ñòîèìîñòü äàííîãî ïîðòôåëÿ â ìîìåíò âðåìåíè T  âñåãäà
ðàâíà 0. Òîãäà è ñòîèìîñòü ýòîãî ïîðòôåëÿ â ìîìåíò âðåìåíè t  äîëæíà áûòü
ðàâíà íóëþ, èíà÷å âîçíèêàåò àðáèòðàæ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñòîèìîñòü ïîðòôåëÿ
â ìîìåíò âðåìåíè t  ïîëîæèòåëüíà, òî èíâåñòîð ìîæåò ïðîäàòü ýòîò ïîðòôåëü
(ïðîäàâ èëè êóïèâ ïî îòäåëüíîñòè îïöèîíû, àêöèþ è îáëèãàöèè), ïîëó÷èòü íåêî-
òîðóþ ñóììó äåíåã è çàòåì çàêðûòü âñå ïîçèöèè â ìîìåíò âðåìåíè T , êîãäà
ñóììàðíûå ïëàòåæè ïî ïîðòôåëþ ðàâíû 0. Òàêèì îáðàçîì, èíâåñòîð èç íè÷åãî
ïîëó÷àåò íåêîòîðóþ ñóììó äåíåã, ÷òî, êîíå÷íî, áîëüøå, ÷åì áåçðèñêîâûé áàíêîâ-
ñêèé ïðîöåíò íà íóëåâîé íà÷àëüíûé êàïèòàë èíâåñòîðà, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ àðáèò-
ðàæåì. Àíàëîãè÷íî, åñëè ñòîèìîñòü äàííîãî ïîðòôåëÿ â ìîìåíò âðåìåíè t  îòðè-
öàòåëüíà, òî èíâåñòîð ìîæåò êóïèòü ýòîò ïîðòôåëü è èç íè÷åãî ïîëó÷èòü íåêîòî-
ðóþ ñóììó äåíåã. Ïîñêîëüêó àðáèòðàæ â «ìàòåìàòè÷åñêîì ìèðå» îòñóòñòâóåò,
ñòîèìîñòü äàííîãî ïîðòôåëÿ â ìîìåíò âðåìåíè t  äîëæíà áûòü ðàâíà 0.

Ïðèòîêè ñðåäñòâ ïî êàæäîé èç ïîçèöèé ïîðòôåëÿ â ìîìåíòû âðåìåíè t  è
T  ïîêàçàíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

                                                                         t                                             T
                                                                                                Ïðè  S KT ≤        Ïðè  S KT ≥

Äëèííûé êîëë                                              − Ct                                0                       S KT −
Êîðîòêèé ïóò                                                   Pt                          S KT −                        0
Êîðîòêàÿ àêöèÿ                                                St                             − ST                      − ST

K  äëèííûõ îáëèãàöèé                          − ⋅K P t T( , )                   K                          K

Ñóììàðíûé ïðèòîê ñðåäñòâ                                                                 0                             0

Ñîîòíîøåíèå (1) è âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ñòîèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî
ïîðòôåëÿ â ìîìåíò âðåìåíè t  ðàâíà 0.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïîðòôåëü, ñîñòîÿùèé èç äëèííîãî åâðîïåéñêîãî êîëëà è êî-
ðîòêîãî åâðîïåéñêîãî ïóòà, äàåò òîò æå ïðèòîê ñðåäñòâ, ÷òî è ïîðòôåëü, ñîñòîÿ-
ùèé èç äëèííîé àêöèè è K  êîðîòêèõ îáëèãàöèé. Ïîýòîìó â «ìàòåìàòè÷åñêîì ìè-
ðå» öåíû ýòèõ ïîðòôåëåé, C Pt t−  è S K P t Tt − ⋅ ( , ) , äîëæíû ñîâïàäàòü.
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Åñëè ðàçíèöà öåí åâðîïåéñêèõ îïöèîíîâ êîëë è ïóò â ðåàëüíîì ìèðå êà-
êàÿ-òî äðóãàÿ, íå ðàâíàÿ S K P t Tt − ⋅ ( , ) , ýòî ìîæåò óêàçûâàòü íà íàëè÷èå àð-
áèòðàæà íà ïðàêòèêå. Õîòÿ íà õîðîøî ôóíêöèîíèðóþùèõ ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ
òàêîãî ïðîñòîãî àðáèòðàæà, êàê ïðàâèëî, íå ñóùåñòâóåò.

 
3. Îöåíêà îïöèîíîâ ïðè ïîìîùè áèíîìèàëüíîé ìîäåëè

è ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî

3.1.  Áèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü äëÿ öåíû àêöèè

Ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèÿ (1) ìû íå äåëàëè íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î òîì,
êàêèì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ öåíà àêöèè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Â «ìàòåìàòè÷åñêîì ìè-
ðå» ñîîòíîøåíèå (1) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, êàêîé áû ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íè èñ-
ïîëüçîâàëñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà èçìåíåíèÿ öåíû àêöèè. Âñå äðóãèå ñî-
îòíîøåíèÿ äëÿ öåí îïöèîíîâ, î êîòîðûõ ìû áóäåì ãîâîðèòü, ýòèì ñâîéñòâîì íå
îáëàäàþò. Âûâîä î öåíå îïöèîíà â òîò èëè èíîé ìîìåíò âðåìåíè âñåãäà áóäåò çà-
âèñåòü îò òîãî, êàêîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðî-
öåññà èçìåíåíèÿ öåíû àêöèè.

Ðàäè óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûé ïå-
ðèîä âðåìåíè ïî àêöèè íå âûïëà÷èâàþòñÿ äèâèäåíäû.

Êàê è ðàíüøå, ÷åðåç T  ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñðîê èñòå÷åíèÿ îïöèîíà, íî
èñïîëüçîâàòü áóêâó t  äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî ìîìåíòà, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ
öåíà îïöèîíà, ìû íå áóäåì. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî T > 0 , è ÷òî öåíà îïöèîíà
îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè 0, à ÷åðåç t  áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè ìåæäó 0 è T . Ïóñòü M  - íåêîòîðîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
è ∆t T M= . Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ìîäåëèðóþùèå öåíû

àêöèé è îïöèîíîâ, îòíîñÿòñÿ ê ìîìåíòàì âðåìåíè m t⋅ ∆ , ãäå m M= 0 1, , ..., . Òî
åñòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ öåí àêöèé è îïöèîíîâ ìû èñïîëüçóåì ñëó÷àéíûå ïðîöåñ-
ñû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Äëÿ êàæäîãî èç ìîìåíòîâ âðåìåíè m t⋅ ∆  öåíà àêöèè
â «ìàòåìàòè÷åñêîì ìèðå» ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (â ñìûñëå òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé). Öåíà àêöèè äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè 0, äëÿ òîãî ìîìåíòà, äëÿ êîòîðîãî ìû
õîòèì ðàññ÷èòàòü öåíó îïöèîíà, èçâåñòíà. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ,
êîãäà ïðè ëþáîì m M= 1 2, , ...,  öåíà àêöèè â ìîìåíò âðåìåíè m t⋅ ∆  ìîæåò ïðè-

íèìàòü íå áîëüøå, ÷åì 2m  ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè m t⋅ ∆
öåíà àêöèè ïðèíÿëà çíà÷åíèå S , òî â ìîìåíò âðåìåíè ( )m t+ ⋅1 ∆  öåíà àêöèè

ìîæåò ïðèíÿòü çíà÷åíèå ëèáî ′ = ⋅S S d , ëèáî ′′ = ⋅S S u , ãäå d  è u  íåêîòîðûå
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, d u< . Îòñóòñòâèå àðáèòðàæà ïðèâîäèò ê óñëîâèþ:

′ <
⋅ + ⋅

< ′′S
S

P m t m t
S

( , ( ) )∆ ∆1
.

Ïðîöåññ èçìåíåíèÿ öåíû àêöèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñëåäóþùå-
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ãî áèíîìèàëüíîãî äåðåâà (ñì. ðèñ.1)4). Êàæäîìó óçëó áèíîìèàëüíîãî äåðåâà ñîîò-
âåòñòâóåò ñâîå çíà÷åíèå öåíû àêöèè. Óçëû, ëåæàùèå íà îäíîé âåðòèêàëüíîé
ïðÿìîé, îòâå÷àþò îäíîìó ìîìåíòó âðåìåíè. Íà ðèñ.1 ïðåäñòàâëåíû óçëû, îòâå-
÷àþùèå ìîìåíòàì âðåìåíè 0 , ∆ t  è 2∆ t .

Ðèñ.1 Ðèñ.2

Åñëè ÷èñëà d  è u  íå çàâèñÿò íè îò ìîìåíòà âðåìåíè m t⋅ ∆ , íè îò äîñòèãíóòîé ê
ýòîìó ìîìåíòó âðåìåíè öåíû àêöèè S , òî åñòü ÿâëÿþòñÿ îäíèìè è òåìè æå äëÿ
âñåõ óçëîâ, òî áèíîìèàëüíîå äåðåâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðåøåòêó, ïîêàçàííóþ íà
ðèñ.2. ×èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü öåíà àêöèè â ìî-

ìåíò âðåìåíè m t⋅ ∆ , äëÿ ðåøåòêè îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì óæå íå 2m , êàê äëÿ áè-
íîìèàëüíîãî äåðåâà, à âñåãî ( )m + 1 , è ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû ñî çíà-

÷èòåëüíî áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè M . Ñëàáûì ìåñòîì èñïîëüçîâàíèÿ ðåøåòêè âìå-
ñòî áèíîìèàëüíîãî äåðåâà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òàêîé ïîäõîä íåïðèìåíèì â òåõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà õàðàêòåð îïöèîííîãî äîãîâîðà äîñòàòî÷íî ñëîæíûé, è ñîãëàñíî åãî
óñëîâèÿì öåíà îïöèîíà â ìîìåíò âðåìåíè m t⋅ ∆  çàâèñèò îò öåíû àêöèè íå òîëü-
êî â ýòîò, íî è â íåêîòîðûå ïðåäøåñòâóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè.

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé ïðîöåññ èçìåíåíèÿ öåíû àêöèè åùå íå ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì â ñòðîãîì ñìûñëå ñëîâà: ìû îïðåäåëèëè òîëüêî êàêèå çíà-
÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü öåíà àêöèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
m t m M⋅ =∆ , , , ...0 1 , íî íå îïðåäåëèëè âåðîÿòíîñòè ýòèõ çíà÷åíèé. Ê ýòîìó âîï-
ðîñó ìû âîçâðàòèìñÿ ïîçæå.

3.2. Îöåíêà åâðîïåéñêèõ îïöèîíîâ ïðè ïîìîùè áèíîìèàëüíîé ìîäåëè

Ïîñëå òîãî, êàê ïðîöåññ èçìåíåíèÿ öåíû àêöèè îò ìîìåíòà âðåìåíè 0 äî
ìîìåíòà âðåìåíè T  îïðåäåëåí, ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ðàñ÷åòó öåíû îïöèîíà â ìî-
ìåíò âðåìåíè 0. Ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ öåíû àêöèè âåëñÿ â íàïðàâëåíèè âîçðàñòà-
íèÿ âðåìåíè. Çíàÿ öåíû àêöèè äëÿ âñåõ óçëîâ, îòâå÷àþùèõ ìîìåíòó âðåìåíè
m t⋅ ∆ , ìû ïåðåõîäèëè ê îïðåäåëåíèþ öåí àêöèè äëÿ óçëîâ, îòâå÷àþùèõ ìîìåíòó

                                                          
4) Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îá îöåíêå îïöèîíîâ ÷àñòî èñïîëüçóþò òàêæå òðèíîìèàëüíûå

äåðåâüÿ. Ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è äåðåâüÿ ñ áîëüøèì ÷èñëîì âåòâåé, âûõîäÿùèõ èç
îäíîé âåðøèíû.
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âðåìåíè ( )m t+ ⋅1 ∆ . Ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ öåíû îïöèîíà âåäåòñÿ â ïðîòèâîïî-
ëîæíîì íàïðàâëåíèè ïî âðåìåíè. Çíàÿ öåíû îïöèîíà äëÿ âñåõ óçëîâ, îòâå÷àþùèõ
ìîìåíòó âðåìåíè ( )m t+ ⋅1 ∆ , à òàêæå çíàÿ äëÿ âñåõ óçëîâ öåíû àêöèè è öåíû
áåçðèñêîâûõ îáëèãàöèé, ìû îïðåäåëÿåì öåíû îïöèîíà äëÿ óçëîâ, îòâå÷àþùèõ
ìîìåíòó âðåìåíè m t⋅ ∆ . Íà÷èíàåòñÿ ýòîò ïðîöåññ ñ îïðåäåëåíèÿ öåí îïöèîíà äëÿ
óçëîâ, îòâå÷àþùèõ ìîìåíòó âðåìåíè M t⋅ ∆ , è çàêàí÷èâàåòñÿ îïðåäåëåíèåì öå-
íû îïöèîíà â ìîìåíò âðåìåíè 0.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé åâðîïåéñêîãî îïöèîíà. Íà ðèñ.3 ïîêàçàíû óçëû
A è B, îòâå÷àþùèå ìîìåíòó âðåìåíè T , óçëû C è D, îòâå÷àþùèå ìîìåíòó âðå-

ìåíè T t− ∆ , óçåë E, îòâå÷àþùèé ìîìåíòó âðåìåíè
T t− 2∆ . Ïóñòü S - öåíà àêöèè äëÿ óçëà C, ′S - öåíà
àêöèè äëÿ óçëà B, ′′S - öåíà àêöèè äëÿ óçëà A, ′V - öå-
íà îïöèîíà äëÿ óçëà B, ′′V - öåíà îïöèîíà äëÿ óçëà A.

Öåíû îïöèîíà äëÿ âñåõ óçëîâ, îòâå÷àþùèõ ìî-
ìåíòó âðåìåíè T , îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Íàïðèìåð,
åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì îïöèîí êîëë, òî åãî öåíà äëÿ
óçëîâ B è A îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

 ′ = ′ −V S Kmax( , )0 ,        ′′ = ′′ −V S Kmax( , )0 .

Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì îïöèîí ïóò, òî

                            ′ = − ′V K Smax( , )0 ,        ′′ = − ′′V K Smax( , )0 .

Ìîæíî ðàññìîòðåòü è äðóãèå âèäû îïöèîíîâ, íàïðèìåð, äëÿ îïöèîíà «äîëëàð èëè
íè÷åãî»

′ =
′ ≥
′ <





V
если S K
если S K

1
0
, ,
, ,

              ′′ =
′′ ≥
′′ <





V
если S K
если S K

1
0
, ,
, .

Îò êîíêðåòíîãî ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ öåí îïöèîíà äëÿ óçëîâ, îòâå÷àþùèõ ìîìåí-
òó âðåìåíè T , ïîñëåäóþùèå ýòàïû àëãîðèòìà íå çàâèñÿò. Âàæíî, ÷òî äëÿ ìîìåí-
òà âðåìåíè T  äëÿ âñåõ óçëîâ öåíà îïöèîíà èçâåñòíà.

Íàøåé áëèæàéøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå öåíû îïöèîíà V  äëÿ óç-
ëà C. Â ìîìåíò âðåìåíè T t− ∆ , íàõîäÿñü â óçëå C, ìû õîòèì ïîïûòàòüñÿ ñîñòà-
âèòü ïîðòôåëü èç àêöèé è áåçðèñêîâûõ îáëèãàöèé (ñ ïîãàøåíèåì â ìîìåíò âðå-
ìåíè T ) òàê, ÷òîáû ïðè ëþáîì âîçìîæíîì äëÿ óçëà C èñõîäå (òî åñòü ïðè ïåðå-
õîäå ëèáî â óçåë A, ëèáî â óçåë B) öåíà ýòîãî ïîðòôåëÿ â ìîìåíò âðåìåíè T  ñîâ-
ïàëà áû ñ öåíîé îïöèîíà. Òî åñòü öåíà ýòîãî ïîðòôåëÿ äîëæíà áûòü ðàâíà ′V  â
óçëå B è ðàâíà ′′V  â óçëå A. Ïîðòôåëü ñ òàêèì ñâîéñòâîì, åñëè îí ñóùåñòâóåò,
íàçûâàåòñÿ ñèíòåòè÷åñêèì îïöèîíîì. Åñëè íàì óäàñòñÿ ïîñòðîèòü òàêîé ïîðò-
ôåëü, òî åãî öåíà â ìîìåíò âðåìåíè T t− ∆  è äîëæíà áûòü ïðèíÿòà çà öåíó îï-
öèîíà äëÿ óçëà C. Ïðîòèâíîå îçíà÷àëî áû íàëè÷èå àðáèòðàæà.

Èòàê, ïîñòàðàåìñÿ ïîñòðîèòü äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè T t− ∆  è öåíû àêöèè S

 Ðèñ.3
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(òî åñòü äëÿ óçëà C) ñèíòåòè÷åñêèé îïöèîí èçδ  àêöèé è ν  áåçðèñêîâûõ îáëèãà-

öèé (ñ ïîãàøåíèåì â ìîìåíò âðåìåíè T ). Äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

δ ν′ + = ′S V ,
δ ν′′ + = ′′S V .

Ýòà ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

(2)                            δ ν=
′′ − ′
′′ − ′

=
′ ′′ − ′′ ′

′′ − ′
V V
S S

V S V S
S S

, .

Òàêèì îáðàçîì,

(3)                            V S P T t T= + −δ ν ( , ).∆

Ôîðìóëû (2) è (3) îïðåäåëÿþò öåíó îïöèîíà äëÿ óçëà C. Àíàëîãè÷íî ìîæåò
áûòü îïðåäåëåíà öåíà îïöèîíà äëÿ óçëà D, à òàêæå äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ óçëîâ,
îòâå÷àþùèõ ìîìåíòó âðåìåíè T t− ∆ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ′V  öåíó îïöèîíà äëÿ óçëà D è ÷åðåç ′′V - öåíó îïöèîíà
äëÿ óçëà C. Òîãäà öåíà îïöèîíà äëÿ óçëà E ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà ïî ôîðìó-
ëàì (2) è (3); òîëüêî âìåñòî P T t T( , )− ∆  â ôîðìóëå (3) äîëæíî ñòîÿòü

P T t T t( , )− −2∆ ∆ .
Òåì æå ñïîñîáîì öåíó îïöèîíà ìîæíî îïðåäåëèòü è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ óç-

ëîâ áèíîìèàëüíîãî äåðåâà, â òîì ÷èñëå è äëÿ óçëà, îòâå÷àþùåãî ìîìåíòó âðåìåíè

0. Ýòî è åñòü èñêîìàÿ öåíà îïöèîíà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç V M
0
( ) . Âåðõíèé

èíäåêñ M  ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà öåíà ïîëó÷åíà ïðè ðàçáèåíèè ïðîìåæóòêà âðåìå-
íè îò 0 äî T  íà M  ÷àñòåé.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ïàðàäîêñàëüíûì. Öåíà îïöèîíà,
íàïðèìåð, ïîñ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëàì (2) è (3) äëÿ óçëà C, íå çàâèñèò îò îæèäàå-
ìîé äîõîäíîñòè àêöèè. È â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â óçåë A ðàâ-
íà 0,9, è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0,5, öåíà îïöèîíà V  äëÿ óçëà
C îêàçûâàåòñÿ îäíîé è òîé æå. Íî ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî â «ìàòåìà-
òè÷åñêîì ìèðå» íàëîæåí ïîëíûé çàïðåò íà àðáèòðàæ. Â ñâÿçè ñ ýòèì øèðîêîå
ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ñëåäóþùèé ïðèíöèï. Ïðè ðàñ÷åòàõ öåí ôèíàíñîâûõ
èíñòðóìåíòîâ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ðèñê-íåéòðàëüíûõ «ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìèðîâ», òî åñòü òàêèõ «ìàòåìàòè÷åñêèõ ìèðîâ», ãäå îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü
ëþáîãî ôîíäîâîãî àêòèâà ñîâïàäàåò ñ äîõîäíîñòüþ áåçðèñêîâîé îáëèãàöèè. Ïîä
îæèäàåìîé äîõîäíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äîõîäíîñòè, ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïå-
ðåõîäà â âåðõíåå è â íèæíåå ñîñòîÿíèÿ â òàêîì ðèñê-íåéòðàëüíîì «ìàòåìàòè-
÷åñêîì ìèðå» è ñ èõ ïîìîùüþ ïîëó÷èì åùå îäíî âûðàæåíèå äëÿ öåíû åâðîïåéñ-
êîãî îïöèîíà.

Ñíîâà, êàê è ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ñèíòåòè÷åñêîãî îïöèîíà, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ìû íàõîäèìñÿ â óçëå C, è ìîæåì ïåðåéòè ëèáî â óçåë A, ëèáî â óçåë B (ñì.
ðèñ.3). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
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P P T t T= −( , )∆
è ïîëîæèì

φ =
⋅ − ′

′′ − ′

−S P S
S S

1

.

Èç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæà ñëåäóåò, ÷òî 0 1< <φ . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî φ  -

ýòî âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç óçëà C â óçåë A, à ( )1− φ - ýòî âåðîÿòíîñòü ïåðåõî-

äà èç óçëà C â óçåë B. Òîãäà ëåãêî óâèäåòü, ÷òî îæèäàåìàÿ â ìîìåíò T  öåíà àê-
öèè

′′ ⋅ + ′ ⋅ −S Sφ φ( )1

ðàâíà S P⋅ −1 . Òî åñòü φ  è ( )1− φ  ÿâëÿþòñÿ ðèñê-íåéòðàëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.
Èç ôîðìóë (2) è (3) ïîëó÷àåì, ÷òî

(4)                             V P V V= ⋅ ′′ ⋅ + ′ ⋅ −( ( )).φ φ1
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî öåíà îïöèîíà äëÿ óçëà C åñòü äèñêîíòèðîâàííîå ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå öåíû îïöèîíà â ìîìåíò âðåìåíè T îòíîñèòåëüíî ðèñê-íåéòðàëü-
íûõ âåðîÿòíîñòåé.

Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ïîïûòêà ðåàëèçîâàòü îïèñàííûé àëãîðèòì îïðå-

äåëåíèÿ âåëè÷èíû V M
0
( )  íàòàëêèâàåòñÿ íà îäíó ñåðüåçíóþ òðóäíîñòü. Äàæå åñëè

îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñëà d  è u  îäèíàêîâû äëÿ âñåõ óç-

ëîâ ãðàôà, ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íàéäåííàÿ öåíà îïöèîíà V M
0
( )  çàâèñèò î÷åíü

ñóùåñòâåííî îò âûáîðà ýòèõ ÷èñåë. Îáû÷íî ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü òàêèõ àëãî-
ðèòìîâ, â êîòîðûõ «÷òî çàëîæèøü, òî è ïîëó÷èøü», íåâåëèêà. Íî â äàííîì ñëó÷àå
äåëî óäàåòñÿ ñïàñòè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü åùå îäíó âñïîìîãàòåëü-
íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ öåíû àêöèè - ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâ-
íûì âðåìåíåì. À çàòåì âûáðàòü ÷èñëà d  è u  òàê, ÷òîáû íåêîòîðûå õàðàêòåðè-
ñòèêè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì ñîâïàäàëè ñ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.

3.3. Îöåíêà åâðîïåéñêèõ îïöèîíîâ ïðè ïîìîùè áèíîìèàëüíîé ìîäåëè
(ïðîäîëæåíèå)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÿñíåå ïðåäñòàâèòü êëþ÷åâûå èäåè èñïîëüçîâàíèÿ ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ,
êîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0  òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìîìåíòîâ âðåìåíè ′t  è

′′t  òàêèõ, ÷òî ′ ≤ ′′t t ,
(5)                           P t t r t t( , ) exp( ( )).′ ′′ = ′ − ′′

Èç óñëîâèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì T  öåíà áåçðèñêîâîé îáëè-
ãàöèè P t T( , ) , êàê ôóíêöèÿ îò t , ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îáûêíîâåííîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
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dP t T r P t T dt( , ) ( , ) .=

Èäåÿ ïîïûòàòüñÿ íàïèñàòü ïîõîæåå óðàâíåíèå äëÿ öåíû àêöèè îêàçàëàñü
âåñüìà ïðîäóêòèâíîé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì X t , t ≥ 0 , êîòî-
ðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

dX a X t dt b X t dWt t t t= +( , ) ( , ) . 5)

Çäåñü Wt , t ≥ 0 , - ýòî âèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, íàçûâàåìûé òàêæå ïðî-
öåññîì áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Âèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ - ýòî íåïðåðûâ-
íûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè íîðìàëüíûìè ïðèðàùåíèÿìè
∆ ∆W W Wt t t t= −+  ( t  è ∆ t  çäåñü ìîãóò áûòü ëþáûìè íåîòðèöàòåëüíûìè äåéñòâè-

òåëüíûìè ÷èñëàìè). Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ëþáîãî ïðèðàùåíèÿ E Wt( ) ,∆ = 0
äèñïåðñèÿ D W tt( ) .∆ ∆= 6)

Ëåììà Èòî ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X t  ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ïðèâåäåííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, òî äëÿ ëþáîé
äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè H x t( , )  ñëó÷àéíûé ïðîöåññ H X tt( , )  ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

dH
H
x

a
H
t

H
x

b dt
H
x

b dWt= ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅( ) .
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

1
2

2

2
2

Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ öåíû àêöèè ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ St , t ≥ 0 , ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:
                                                          

5) Ìû íå áóäåì äàâàòü çäåñü ïîëíîå è ñòðîãîå îïèñàíèå òîãî, êàêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ÷òî îçíà÷àåò
óòâåðæäåíèå, ÷òî òàêîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåêîòîðîãî ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, è êàêèå óñëîâèÿ äîëæíû áûòü íàëîæåíû íà ôóíê-

öèè a  è b . Îïèñàíèå ýòîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð â [6] èëè â [13].
6) Ñäåëàåì âñå æå îäíî ïîÿñíåíèå, îòíîñÿùååñÿ ê ïðîñòåéøåìó ñëó÷àþ. Ïóñòü ñëó-

÷àéíûé ïðîöåññ X t  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dX a dt b dWt t= + ,
ãäå a è b  êîíñòàíòû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

X X a t b tt t t+ − = ⋅ +∆ ∆ ∆ε ,
ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ε  íîðìàëüíà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 0 è ñî ñòàíäàðòíûì

îòêëîíåíèåì 1. Âàæíîå çíà÷åíèå èìååò òî, ÷òî â ýòîé ôîðìóëå ñòîèò ∆t , ñòàíäàðòíîå

îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû  ∆Wt , èìåþùåé äèñïåðñèþ ∆t . Òî, ÷òî äèñïåðñèÿ ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû ∆Wt  ïðîïîðöèîíàëüíà ∆t , ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òðåáîâàíèÿ î íåçàâè-

ñèìîñòè ïðèðàùåíèé, ïîñêîëüêó äèñïåðñèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
äîëæíà áûòü ðàâíà ñóììå äèñïåðñèé.

http://www.pdffactory.com


1998 ËÅÊÖÈÎÍÍÛÅ È ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÀÒÅÐÈÀËÛ 399

dS S dt S dWt t t t= +µ σ ,

ãäå µ  è σ > 0  - êîíñòàíòû. µ  - ýòî îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü àêöèè, σ  íàçûâàåò-
ñÿ âîëàòèëüíîñòüþ öåíû àêöèè.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ H S t S( , ) ln= . Ïîñêîëüêó

∂
∂

H
S S

=
1

,           
∂
∂

2

2 2

1H
S S

= − ,           
∂
∂

H
t

= 0,

ïðèìåíåíèå ëåììû Èòî äàåò ñëåäóþùåå ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ln S t .

d S dt dWt tln ( ) .= − +µ σ σ2 2
Ýòî ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ∆t > 0  ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ln lnS St t t+ −∆

íîðìàëüíà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ( )µ σ− 2 2 ∆t  è ñî ñòàíäàðòíûì îòê-

ëîíåíèåì σ ∆t . Ýòîãî ðåçóëüòàòà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû äàòü

òàêîå îïðåäåëåíèå ÷èñåë d  è u , êîòîðîå ïðèâîäèò ê ðàáîòîñïîñîáíîìó àëãîðèò-

ìó íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû V M
0
( ) .

Áóäåì ñ÷èòàòü S t  äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíîé. Òîãäà S t t+∆  ÿâëÿåòñÿ ëî-
ãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Èç ñâîéñòâ ëîãàðèôìè÷åñêè
íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èçâåñòíî, ÷òî

E S S tt t t( ) exp( ),+ =∆ ∆µ          D S S t tt t t( ) exp( ) [exp( ) ].+ = ⋅ −∆ ∆ ∆2 22 1µ σ

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ðèñê-íåéòðàëüíîñòè è áóäåì ñ÷èòàòü µ = r .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Q , êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå S ut  ñ

âåðîÿòíîñòüþ φ  è çíà÷åíèå S dt  ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− φ . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë d
è u  ìû èñïîëüçóåì äâà óðàâíåíèÿ:

E S E Qt t( ) ( ),+ =∆          D S D Qt t( ) ( ).+ =∆

Ê ýòèì óðàâíåíèÿì, êîòîðûå óòâåðæäàþò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-
ïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Q  äîëæíû ñîâïàäàòü ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì

è äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S t t+∆ , äîáàâèì óñëîâèå u d= 1 . Ââåäåì îáî-

çíà÷åíèå a r t= ⋅exp( )∆ . Ïåðâîå èç èñïîëüçóåìûõ óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê ñîîò-
íîøåíèþ

a u d= + −φ φ( ) ,1
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êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì, ÷òî φ  è 1− φ  ÿâëÿþòñÿ ðèñê-íåéòðàëüíûìè âåðî-
ÿòíîñòÿìè. ×òîáû çàïèñàòü âòîðîå óðàâíåíèå, âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

D Q E Q E Q( ) ( ) ( )= −2 2 . Èìååì

S a t S u S d S u dt t t t
2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1⋅ ⋅ − = + − − + −[exp( ) ] ( ) ( ( ) ) .σ φ φ φ φ∆

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ âûðàæåíèå äëÿ a  èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì

a t u d2 2 2 21⋅ = + −exp( ) ( )σ φ φ∆
èëè

a t
a d
u d

u
u a
u d

d2 2 2 2⋅ =
−
−

+
−
−

exp( ) .σ ∆

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå u d= 1 , ïðèâîäèì äàííîå óðàâíåíèå ê âèäó

( ) exp( ) ( )( ) ( ),u
u

a t a u
u

u
u

u
u

− ⋅ = − + − −
1 1 1 12 2σ ∆

÷òî ðàâíîñèëüíî êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ

au a t u a2 2 2 1 0− ⋅ + + =( exp( ) ) .σ ∆

Äàëüíåéøèé àíàëèç íîñèò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ó ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ åñòü äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, èç êîòîðûõ òîëü-
êî îäèí îáëàäàåò ñâîéñòâîì u > 1 . Ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòû, âõîäÿùèå â âûðàæå-
íèå äëÿ ýòîãî êîðíÿ, â ðÿäû Òåéëîðà è ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè ïîðÿäêà ∆t  è áîëåå
âûñîêîãî, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

u t= exp( ),σ ∆              d t= −exp( ).σ ∆

Òàêèì îáðàçîì, âåñü ïðîèçâîë ïðè ðàñ÷åòå öåíû îïöèîíà ïî áèíîìèàëüíîé
ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê âûáîðó îäíîãî ïàðàìåòðà σ , âîëàòèëüíîñòè öåíû àêöèè. Íî
ýòîò ïàðàìåòð äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü â ðàñ÷åò, òàê êàê öåíà îï-
öèîíà îáÿçàíà çàâèñåòü îò ðàçìàõà êîëåáàíèé â öåíå àêöèè.

Òîëüêî òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî àëãîðèòì ðàñ÷åòà öåíû îïöèîíà V M
0
( )  ïî

áèíîìèàëüíîé ìîäåëè îïèñàí ïîëíîñòüþ. Ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ âåëè÷èí V M
0
( )  áóäóò

ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 3.4, ãäå äàíî ñîïîñòàâëåíèå öåí åâðîïåéñêèõ è àìåðèêàí-
ñêèõ îïöèîíîâ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè îïèñàííîì âûáîðå ÷èñåë d  è u  è ïðè âûïîëíå-

íèè óñëîâèÿ (5) äëÿ åâðîïåéñêèõ îïöèîíîâ êîëë è ïóò ñóùåñòâóåò lim ( )

M

MV
→∞ 0 .

Ìû èñïîëüçîâàëè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì äëÿ òîãî,
÷òîáû êîððåêòíî ïîñòðîèòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Íî ñëó-
÷àéíûå ïðîöåññû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, êàê ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ öåí
àêöèé, ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ îöåíêè îïöèîíîâ è äðóãèì ïóòåì, ñòðîÿ ñ èõ ïîìî-
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ùüþ íå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, à óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè. Îá ýòîì ïîäõîäå ìû áóäåì ãîâîðèòü â ïàðàãðàôå 4.

3.4. Îöåíêà àìåðèêàíñêèõ îïöèîíîâ ïðè ïîìîùè áèíîìèàëüíîé ìîäåëè

Áèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è äëÿ ðàñ÷åòîâ öåí àìåðè-
êàíñêèõ îïöèîíîâ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, àìåðèêàíñêèé ïóò. Îáðàòèìñÿ ê ôîð-
ìóëå (4), ïî êîòîðîé ðàññ÷èòûâàëàñü öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà äëÿ óçëà C (ñì.
ðèñ.3). Íàïîìíèì, ÷òî K  - ýòî öåíà èñïîëíåíèÿ îïöèîíà, S  - öåíà àêöèè äëÿ óç-
ëà C, ′V  è ′′V  - öåíû îïöèîíà ñîîòâåòñòâåííî äëÿ óçëîâ B è A. Öåíà àìåðèêàí-
ñêîãî îïöèîíà ïóò äëÿ óçëà C ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

V K S P V V= − ′′ + ′ −max( , ( ( ))).φ φ1
Ïðè÷åì ïóò äîëæåí áûòü èñïîëíåí â óçëå C, åñëè

K S P V V− > ′′ + ′ −( ( )),φ φ1
è íå äîëæåí áûòü èñïîëíåí â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè ðàñ÷åòå
öåíû îïöèîíà äëÿ óçëà E â êà÷åñòâå öåíû îïöèîíà â óçëå C äîëæíà áûòü ïðèíÿòà
èìåííî òàê íàéäåííàÿ öåíà V . Ïîýòîìó öåíà îïöèîíà â óçëå E âêëþ÷àåò â ñåáÿ
âîçìîæíîñòü ðàííåãî èñïîëíåíèÿ íå òîëüêî â ýòîì óçëå, íî è âîçìîæíîñòü ðàí-
íåãî èñïîëíåíèÿ â óçëàõ C è D.

Áèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è äëÿ ðàñ÷åòîâ öåí îïöèî-
íîâ íà àêöèè, ïî êîòîðûì âûïëà÷èâàþòñÿ äèâèäåíäû. Íî ìû íå áóäåì îñòàíàâëè-
âàòüñÿ íà ýòèõ âîïðîñàõ.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ðàññ÷èòàííûõ ïî áèíîìèàëüíîé ìîäåëè öåí îïöèîíîâ.
Âûáðàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ. Â ìîìåíò âðåìåíè 0 öåíà àêöèè S0 40= . Öåíà

èñïîëíåíèÿ îïöèîíà K = 40 . Èñïîëüçóåìàÿ â ôîðìóëå (5) ãîäîâàÿ ïðîöåíòíàÿ
ñòàâêà 1,0=r . Ñðîê èñòå÷åíèÿ îïöèîíà íàñòóïàåò ÷åðåç 3 ìåñÿöà, òî åñòü

25,0=T . Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà çíà÷åíèÿ âîëàòèëüíîñòè 04,0=σ  è 2,0=σ 7).
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äèâèäåíäû ïî àêöèè â ýòîò ïåðèîä íå âûïëà÷èâàþòñÿ. Ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå.
                         04,0=σ   2,0=σ           04,0=σ   2,0=σ            04,0=σ    2,0=σ
M = 8               1,016           2,068                 0,029            1,081                 0,104            1,205
M = 32            1,025            2,106                 0,037            1,118                 0,109            1,223
M = 128          1,027            2,115                 0,039            1,127                 0,111            1,227

                          Цены европейского              Цены европейского            Цены американского
                              опциона колл                          опциона пут                          опциона пут

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ðàñ÷åòàõ ñ M = 128  è ñ M = 32 , äîñòàòî÷íî
áëèçêè ìåæäó ñîáîé. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ðàñ÷åòàõ ñ M = 8 , îòëè÷àþòñÿ
îò íèõ ñèëüíåå.
                                                          

7) Äëÿ ðåàëüíîãî ìèðà çíà÷åíèå âîëàòèëüíîñòè 04,0=σ  ÿâëÿåòñÿ î÷åíü íèçêèì.
Îäíàêî â «ìàòåìàòè÷åñêîì ìèðå» òàêàÿ âîëàòèëüíîñòü ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà.
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Öåíû àìåðèêàíñêîãî îïöèîíà êîëë íàìè íå ïðèâåäåíû, ïîñêîëüêó öåíà àìå-
ðèêàíñêîãî îïöèîíà êîëë ñîâïàäàåò ñ öåíîé åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, åñëè ïî
àêöèè íå âûïëà÷èâàþòñÿ äèâèäåíäû. Äëÿ îïöèîíîâ ïóò ïîëîæåíèå ñîâñåì äðóãîå.
Íàïðèìåð, ïðè 04,0=σ  öåíà àìåðèêàíñêîãî ïóòà ïî÷òè âòðîå âûøå, ÷åì öåíà
åâðîïåéñêîãî ïóòà.

Îáðàòèì òàêæå âíèìàíèå íà âûñîêóþ çàâèñèìîñòü öåíû îïöèîíà îò âîëà-
òèëüíîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ åâðîïåéñêîãî îïöèîíà ïóò óâåëè÷åíèå âîëàòèëüíîñòè â
5 ðàç ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ öåíû îïöèîíà áîëåå ÷åì â 25 ðàç. Ýòî îáñòîÿòåëüñò-
âî ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì, ïîñêîëüêó âîëàòèëüíîñòü öåíû àêöèè - ýòî òîò ïàðà-
ìåòð, ïðè âûáîðå êîòîðîãî èìååòñÿ ïðîèçâîë, è äîâîëüíî áîëüøîé. Ïðè áîëåå àê-
êóðàòíûõ ðàñ÷åòàõ âîëàòèëüíîñòü ñ÷èòàþò íå ÷èñëîì, à ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì.
Ñóùåñòâóþò ñòðàòåãèè âëîæåíèÿ ñðåäñòâ â îïöèîíû, íàïðàâëåííûå íà èçâëå÷å-
íèå ïðèáûëè èìåííî èç èçìåíåíèÿ âîëàòèëüíîñòè öåíû àêöèè.

3.5. Îöåíêà îïöèîíîâ ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî

Äëÿ ðàñ÷åòîâ öåí îïöèîíîâ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêæå ìåòîä Ìîíòå-
Êàðëî. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî â ðàìêàõ áèíîìè-
àëüíîé ìîäåëè è ïðèìåíèòåëüíî ê åâðîïåéñêèì îïöèîíàì. Ïóñòü äëÿ öåí áåçðèñ-
êîâûõ îáëèãàöèé âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (5). Öåíà àêöèè ST  â ìîìåíò âðåìåíè

T  ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíî ðèñê-íåéòðàëüíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé. Öåíà îïöèîíà VT  â ìîìåíò âðåìåíè T  òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé, çíà÷åíèÿ êîòîðîé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ST . Èç ôîðìóëû (4) íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî

V rT E VM
T0

( ) exp( ) ( ),= − ⋅

ãäå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû VT  áåðåòñÿ îòíîñèòåëüíî
ðèñê-íåéòðàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Ïðè ïîìîùè M  ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ ó÷åòîì ðèñê-íåéòðàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé
ñòðîèòñÿ òðàåêòîðèÿ èçìåíåíèÿ öåíû àêöèè îò ìîìåíòà âðåìåíè 0 äî ìîìåíòà
âðåìåíè T , îïðåäåëÿåòñÿ öåíà àêöèè â ìîìåíò âðåìåíè T  è ïî íåé - öåíà îï-
öèîíà â ìîìåíò  âðåìåíè T . Ïðîâåäÿ íåñêîëüêî òûñÿ÷ òàêèõ èñïûòàíèé, â êà÷å-
ñòâå E VT( )  ìîæíî âçÿòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå íàéäåííûõ öåí îïöèîíà â ìî-

ìåíò âðåìåíè T .

 
4.  Îöåíêà îïöèîíîâ ïóòåì ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

4.1. Âûâîä ôóíäàìåíòàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

Ðàäè óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûé íà-
ìè ïåðèîä âðåìåíè ïî àêöèè íå âûïëà÷èâàþòñÿ äèâèäåíäû, è ÷òî öåíû áåçðèñêî-
âûõ îáëèãàöèé îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (5). Ïóñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ äëÿ
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öåíû àêöèè ñëóæèò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ S tt , ≥ 0 , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dS S t S dt S t S dWt t t t t t= +µ σ( , ) ( , ) .

Ïóñòü V S tt( , )  - ýòî öåíà íåêîòîðîãî îïöèîíà, ñâÿçàííîãî ñ äàííîé àêöèåé (èëè
êàêîãî-òî äðóãîãî ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà). Ïî ëåììå Èòî

dV S t X V S t dt Y V S t dWt t t t( , ) ( , ) ( , ) ,= ⋅ + ⋅

ãäå

X
V

S
V
S

V
t

S
V

S
= + +

1 1
2

2 2
2

2( ),µ
∂
∂

∂
∂

σ
∂
∂

        Y
V

S
V
S

=
1

σ
∂
∂

.

Ðàññìîòðèì ïîðòôåëü, ñîñòîÿùèé èç àêöèé, îïöèîíîâ è áåçðèñêîâûõ îáëè-
ãàöèé ñ ïîãàøåíèåì â ìîìåíò âðåìåíè T . Ïðè ëþáîì t t T, ,0 ≤ ≤  îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç w t1( )  ñðåäñòâà, âëîæåííûå â àêöèè, ÷åðåç w t2 ( )  - ñðåäñòâà, âëîæåííûå â îï-

öèîíû, ÷åðåç w t3( )  - ñðåäñòâà, âëîæåííûå â îáëèãàöèè. Åñëè w ti ( ) > 0 , òî ïî ñî-

îòâåòñòâóþùåé öåííîé áóìàãå çàíÿòà äëèííàÿ ïîçèöèÿ, åñëè w ti ( ) < 0 , òî ïî ñî-
îòâåòñòâóþùåé öåííîé áóìàãå çàíÿòà êîðîòêàÿ ïîçèöèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè
ëþáîì t t T, ,0 ≤ ≤  âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

w t w t w t1 2 3 0( ) ( ) ( ) .+ + =

Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî

w
dS
S

w
dV
V

w r dt1 2 3 0+ + = .

Ðàñêðûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ dS  è äëÿ dV  è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî w w w3 1 2= − − ,
ïîëó÷àåì

( ( ) ( )) ( ) .w r w X r dt w w Y dWt1 2 1 2 0µ σ− + − + + =

Ýòî ðàâåíñòâî ïðèâîäèò íàñ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ
w1  è w2 :

.0
,0)()(

21

21

=+
=−+−

Yww
wrXwr

σ
µ

Äàííàÿ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ:

( ) ( ).µ σ− ⋅ = −r Y X r

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ X  è Y , ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òî-
ìó, ÷òî ôóíêöèÿ V S t( , )  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè
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ïðîèçâîäíûìè:

(6)                           
∂
∂

∂
∂

σ
∂
∂

V
t

r S
V
S

S
V

S
rV+ + − =

1
2

02 2
2

2 .

Óðàâíåíèå (6) ñëóæèò îñíîâîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ öåíû îïöèîíà. Äëÿ îäíîçíà÷íîãî
îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ V S t( , )  ê óðàâíåíèþ (6) íåîáõîäèìî äîáàâèòü ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèå (6) íå âõîäèò µ . Ýòî ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì ïîä-
òâåðæäåíèåì ïðèíöèïà ðèñê-íåéòðàëüíîñòè: öåíà îïöèîíà íå çàâèñèò îò îæèäàå-
ìîé äîõîäíîñòè àêöèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïîðòôåëå íàõîäèòñÿ âñåãäà îäèí îï-
öèîí, òî åñòü w V2 = .  Òîãäà èç óðàâíåíèÿ σ w Yw1 2 0+ =  è èç îïðåäåëåíèÿ Y
ïîëó÷àåì w S V S1 = − ∂ ∂ . Òî åñòü êîëè÷åñòâî àêöèé â òàêîì ïîðòôåëå äîëæíî

áûòü ðàâíî ( )− ∂ ∂V S . Âåëè÷èíà ( )∂ ∂V S  íàçûâàåòñÿ äåëüòîé îïöèîíà èëè
ñîîòíîøåíèåì èäåàëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ. Àíàëîãè÷íàÿ âåëè÷èíà óæå âñòðå÷àëàñü
íàì, è òàêæå áûëà îáîçíà÷åíà áóêâîé δ , êîãäà ìû ñòðîèëè ñèíòåòè÷åñêèé îïöèîí
ïðè ðàññìîòðåíèè áèíîìèàëüíîé ìîäåëè.

4.2. Îöåíêà îïöèîíîâ ïóòåì àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ôîðìóëà Áëýêà - Øîóëñà

Ìû ïîêàæåì, êàê Áëýê è Øîóëñ èç óðàâíåíèÿ (6) âûâåëè ñâîþ çíàìåíèòóþ
ôîðìóëó äëÿ öåíû åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë. (Èç ýòîé ôîðìóëû ñ ïîìîùüþ ñî-
îòíîøåíèÿ (1) ñðàçó æå ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà è äëÿ öåíû åâðîïåéñêîãî îïöèîíà
ïóò.) Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî σ  - ýòî êîíñòàíòà. Â ñëó÷àå îïöèîíà êîëë ãðàíè÷íîå

óñëîâèå ïðè t T=  èìååò âèä:

V S T
S K если S K

если S K
( , )

, ,
, .

=
− ≥

<


0

Çàìåíîé ïåðåìåííûõ çàäà÷à ñ òàêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (6) ñâî-
äèòñÿ ê çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ:

∂
∂ τ

∂
∂

y y
x

=
2

2 ,

ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ êîòîðîé y x( , )0  ñòðîèòñÿ ïî ôóíêöèè V S T( , ) . Èçâåñòíî,

÷òî ðåøåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è ïðè τ > 0  äàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

y x y x d( , ) ( , ) exp( ( ) ( )) ,τ
π τ

ξ ξ τ ξ= ⋅ − −
−∞

∞

∫
1

2
0 42

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà. Ïîñëå âîçâðàùåíèÿ ê èñõîäíûì ïåðå-
ìåííûì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
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(7)                      V S t S N h r T t K N h T t( , ) ( ) exp( ( )) ( ),= ⋅ − − − ⋅ ⋅ − −σ
ãäå

h
T t

S
K r T t

T t=
−

⋅
− −

+ −
1 1

2σ
σln

exp( ( ))
, N u v dv

u

( ) exp( ) .= −
−∞
∫

1
2

22

π

Èìåííî ñâåäåíèå èñõîäíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (6) ê çàäà÷å, ðåøåíèå êî-
òîðîé äàåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà, è ïîñëåäóþùèé ïîäñ÷åò ýòîãî èíòåãðàëà è
ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå çíàìåíèòîé ðàáîòû Áëýêà è Øîóëñà 1973 ã., êîòîðàÿ,
âîçìîæíî, ÿâëÿåòñÿ ñàìîé çíàìåíèòîé èç âñåõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ îïöèîíàì.
Ñåé÷àñ óæå ïî÷òè çàáûòî, ÷òî äî ïîÿâëåíèÿ ôîðìóëû Áëýêà - Øîóëñà (7) ïðàê-
òèêàìè èñïîëüçîâàëñÿ ðÿä ýìïèðè÷åñêèõ ôîðìóë, âûðàæàþùèõ öåíó åâðîïåé-
ñêîãî îïöèîíà êîëë ÷åðåç S K r, , , σ  è T t− . Âñå ýòè ôîðìóëû îêàçàëèñü õóæå,
÷åì ôîðìóëà (7), ïîëó÷åííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ.

Èç ôîðìóëû Áëýêà - Øîóëñà (7) ìîæåò áûòü íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ äåëü-
òû îïöèîíà êîëë: ∂ ∂V S N h= ( ) .

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî öåí îïöèîíîâ, ðàññ÷èòàííûõ ïî ôîðìóëå Áëýêà - Øî-
óëñà äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 . Âûáðàíû òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è â ïàðàãðàôå 3,
S0 40= ,  K = 40, 25,0=T 1,0=r  è ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà çíà÷åíèÿ âîëàòèëüíî-

ñòè 04,0=σ  è 2,0=σ .
                                         04,0=σ   2,0=σ                         04,0=σ   2,0=σ  
                                            1,028            2,118                              0,040            1,131
                                          Цены европейского                           Цены европейского
                                              опциона колл                                        опциона пут

Ýòè ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ïî-
ìîùè áèíîìèàëüíîé ìîäåëè ïðè M = 128 .

4.3. Îöåíêà îïöèîíîâ ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

Îäíàêî ïðåäñòàâëåíèå â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè âàæ-
íîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, òàêèì ïðåäñòàâëåíèåì ÿâ-
ëÿåòñÿ ôîðìóëà Áëýêà - Øîóëñà, âîçìîæíî äàëåêî íå âñåãäà. ×àñòî ïîäîáíûå çà-
äà÷è ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ÷èñëåííî.

Ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ è íàäåæíûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî-
äîáíûõ çàäà÷ - ýòî áîëüøîé ðàçäåë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, è çäåñü ìû íå
áóäåì ïûòàòüñÿ ïîäðîáíî ýòè àëãîðèòìû îïèñàòü. Äàäèì òîëüêî î÷åíü ïîâåðõíî-
ñòíîå îáúÿñíåíèå íà ïðèìåðå îäíîãî èç ïîäõîäîâ, ïîçâîëÿþùåå ïîíÿòü î ÷åì, â
ïðèíöèïå, èäåò ðå÷ü. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå äàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ìîæíî
íàéòè, íàïðèìåð, â [1].

Çàôèêñèðóåì äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà ∆S  è ∆t , è âìåñòî òîãî, ÷òîáû èñ-
êàòü ðåøåíèå V S t( , )  âî âñåõ òî÷êàõ ( , )S t  èç èíòåðåñóþùåãî íàñ äèàïàçîíà, áó-
äåì èñêàòü ðåøåíèå òîëüêî â ïîïàâøèõ â ýòîò äèàïàçîí òî÷êàõ âèäà
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( , )i S j t⋅ ⋅∆ ∆ , ãäå i  è j  - öåëûå ÷èñëà. Áóäåì ñ÷èòàòü T  êðàòíûì ∆t . Çàìåíèì
â óðàâíåíèè (6) ïðîèçâîäíûå

   
∂
∂

V
t

S t( , ) ,         
∂
∂

V
S

S t( , ) ,       
∂
∂

2

2

V
S

S t( , )

íà ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè

V S t t V S t
t

( , ) ( , )
,

+ −∆
∆

                         
V S S t V S S t

S
( , ) ( , )

,
+ − −∆ ∆

∆2
V S S t V S t V S S t

S
( , ) ( , ) ( , )

.
+ − + −∆ ∆

∆
2

2

Òàêèì îáðàçîì, ïðè t T t= − ∆  ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ V i S T t( , )⋅ −∆ ∆ , i  ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë. Çíà÷å-
íèÿ V i S T( , )⋅ ∆  èçâåñòíû èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Ïîñëå òîãî, êàê ýòà ñèñòåìà ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåøåíà, òî÷íî òàê æå ìîæåò áûòü ñîñòàâëåíà
è ðåøåíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íûõ V i S T t( , )⋅ −∆ ∆2  è ò.ä. Íàêîíåö, ìîæåò áûòü çàïèñàíà è ðåøåíà ñèñòåìà

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ V i S( , )⋅ ∆ 0 , ÷åì
è çàâåðøàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è8).

Ìîæíî íåñêîëüêî ðàç ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàòü ÷èñëà ∆S  è ∆t , ÷òîáû
ïîëó÷àòü ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ, âñå áîëåå òî÷íî âîñïðîèçâîäÿùèå ðåøåíèå èñõîä-
íîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî òàêîé ðàçíîñòíîé ñõå-
ìå öåí àìåðèêàíñêèõ îïöèîíîâ ïóò. Óðàâíåíèå (6) â äàííîì ñëó÷àå äîïîëíåíî
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

V S T
K S если S K

если S K
( , )

, ,
, ,

=
− ≤

>


0

V t K( , ) ,0 =  V S t( , )max = 0  ïðè 0 ≤ ≤t T . Çäåñü Smax  - íåêîòîðîå âûáðàííîå

çíà÷åíèå äëÿ öåíû àêöèè, ÷èñëî çíà÷èòåëüíî áîëüøåå K . Ðåøåíèå èùåòñÿ â
ïðÿìîóãîëüíèêå [ , ] [ , ]max0 0S T× .

                                                          
8) Èñïîëüçîâàíèå îáîçíà÷åíèÿ V i S j t( , )⋅ ⋅∆ ∆  äëÿ âåëè÷èí, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè

ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íå ñîâñåì êîððåêòíî, òàê êàê äàí-

íûå âåëè÷èíû íå îáÿçàíû â òî÷íîñòè ñîâïàäàòü ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè V S t( , )  â òî÷êàõ

( , )i S j t⋅ ⋅∆ ∆ . Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè çàìåíå ïðîèçâîäíûõ ðàçäåëåííûìè ðàçíîñòÿìè

áûëè îòáðîøåíû íåêîòîðûå ìàëûå äîáàâêè. Íî ââîäèòü äëÿ âåëè÷èí, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè
ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ, çíà-
÷èëî áû óãëóáëÿòüñÿ â òåîðèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.
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Îäíàêî ïðè ðåøåíèè ýòîé êðàåâîé çàäà÷è îïèñàííûì ðàçíîñòíûì ìåòîäîì
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ìàëûõ S  öåíà àìåðèêàíñêîãî îïöèîíà ïóò ìåíüøå, ÷åì
K S− , ÷òî, êîíå÷íî, íåâåðíî. Ýòî íå çíà÷èò, ÷òî îïèñàííûé ðàçíîñòíûé ìåòîä
ïëîõîé, ýòî çíà÷èò, ÷òî íåâåðíî îïðåäåëåíà ñîâîêóïíîñòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ìû
âåðíåìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó ÷óòü ïîçæå. Íî ðàñ÷åò öåíû äàííîãî îïöèîíà âñå æå
ìîæåò áûòü ïðîâåäåí è ñ ýòèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, åñëè ñäåëàòü îäíó ìîäè-
ôèêàöèþ ðàçíîñòíîãî ìåòîäà. Ïðèìåíÿþò ñëåäóþùèé ïðèåì. Åñëè ïîñëå ðåøåíèÿ
íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êàêîé-ëèáî òî÷êå áûëî
ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ðåøåíèÿ V i S j t( , )⋅ ⋅∆ ∆  ìåíüøåå, ÷åì K i S− ⋅ ∆ , ýòî çíà÷å-

íèå çàìåíÿþò íà K i S− ⋅ ∆ . Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåí ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè òàêîì
ðàñ÷åòå ãðàôèê öåíû àìåðèêàíñêîãî îïöèîíà ïóò, êàê ôóíêöèÿ îò S  ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì t . Ýòîò ãðàôèê ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Îí ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì ïðÿ-
ìîé V K S= −  ïðè 0 ≤ ≤S S tf ( )  è èìååò êðèâîëèíåéíóþ ôîðìó ïðè S S tf> ( ) .

Ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî äàííàÿ çà-
äà÷à êðîìå òåõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòî-
ðûå áûëè ïîñòàâëåíû, òðåáóåò åùå îäíî
äîïîëíèòåëüíîå âíóòðåííåå ãðàíè÷íîå
óñëîâèå íà êðèâîé ( ( ), )S t tf , ëåæàùåé â

ïëîñêîñòè ( , )S t . Åñëè áû òàêîå âíóòðåí-
íåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå áûëî ñ ñàìîãî íà-
÷àëà äîáàâëåíî â ïîñòàíîâêó çàäà÷è, òîãäà
è â ðàñ÷åòå áåç ìîäèôèêàöèè ðàçíîñòíîãî
ìåòîäà íå áûëî áû ïîëó÷åíî íåâåðíîãî
ðåçóëüòàòà9). ×òîáû âíóòðåííåå ãðàíè÷íîå
óñëîâèå íå ââîäèòü â èñõîäíóþ ïîñòàíîâ-
êó çàäà÷è (ýòî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò ðàñ÷åò), è ïðèìåíÿåòñÿ óêàçàííûé ïðèåì.

Àìåðèêàíñêèé îïöèîí ïóò ñëåäóåò èñïîëíÿòü ïðè S S tf≤ ( ) , êîãäà öåíà îï-

öèîíà ñîâïàäàåò ñ òîé ñóììîé, êîòîðóþ ïî íåìó ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè íåìåäëåí-
íîì èñïîëíåíèè, è íå ñëåäóåò èñïîëíÿòü ïðè S S tf> ( ) , êîãäà öåíà îïöèîíà áîëü-

øå äàííîé ñóììû.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî öåí àìåðèêàíñêèõ îïöèîíîâ ïóò, ðàññ÷èòàííûõ äëÿ

ìîìåíòà âðåìåíè t = 0  ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) ñ ïîñòàâëåííû-
ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è ñ îïèñàííîé ìîäèôèêàöèåé ðàçíîñòíîãî ìåòîäà. Ðå-
çóëüòàòû ïðèâåäåíû äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ ∆S  è ∆t , êîãäà ñõîäèìîñòü ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ê ðåøåíèþ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ äîñòèãíó-
òîé. Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ, êàê è â ðàñ÷åòàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì áèíîìèàëüíîé ìîäåëè,
ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â ïàðàãðàôå 3, è â ðàñ÷åòàõ ïî ôîðìóëå Áëýêà -
Øîóëñà, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â ýòîì ïàðàãðàôå, âûáðàíû çíà÷åíèÿ

                                                          
9) Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê çàäà÷ó ñî ñâîáîäíîé

ãðàíèöåé, ïîñêîëüêó ïðè  S S tf≤ ( )  ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è èìååò ïðîñòóþ àíàëèòè÷å-

ñêóþ ôîðìó.

Ðèñ.4
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K = 40  è 1,0=r . Çíà÷åíèÿ S T0 ,  è σ  ïðèâåäåíû â âåðõíåé ÷àñòè ñëåäóþùåé
òàáëèöû. Â íèæíåé ÷àñòè ýòîé òàáëèöû ïðèâåäåíû ïîëó÷åííûå öåíû îïöèîíîâ.

                 S0 40=               S0 40=                  S0 37=              S0 37=
                 25,0=T             25,0=T                 25,0=T            0833,0=T
                04,0=σ             2,0=σ                    2,0=σ               2,0=σ

                    0,11                        1,23                           3 ,09                          3 ,0

                                             Öåíû àìåðèêàíñêèõ îïöèîíîâ ïóò

Öåíû îïöèîíà 0,11 è 1,23 õîðîøî ñîîòâåòñòâóþò òåì öåíàì, êîòîðûå áûëè
ïîëó÷åíû â ïàðàãðàôå 3 äëÿ öåí àìåðèêàíñêîãî îïöèîíà ïóò ïðè òåõ æå
K r S T, , ,0  è σ  ïî áèíîìèàëüíîé ìîäåëè.

Ïðè S0 37=  âîçíèêàåò âîïðîñ, ñëåäóåò èëè íå ñëåäóåò íåìåäëåííî èñïîë-
íÿòü àìåðèêàíñêèé ïóò. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîï-
ðîñ çàâèñèò îò T . Ïðè 25,0=T  (3 ìåñÿöà äî ñðîêà èñòå÷åíèÿ) îïöèîí èñïîëíÿòü
íå ñëåäóåò, òàê êàê åãî öåíà, 3,09, âûøå, ÷åì òà ñóììà, 3,0, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó-
÷èòü ïðè íåìåäëåííîì èñïîëíåíèè îïöèîíà ïóò. Ïðè 0833,0=T  (1 ìåñÿö äî ñðîêà
èñòå÷åíèÿ) îïöèîí ñëåäóåò èñïîëíèòü.

 
5. Çàêëþ÷åíèå   

Â ýòîé ðàáîòå äàí îáçîð îñíîâíûõ ìåòîäîâ îöåíêè îïöèîíîâ. Ðàññìîòðåíû
áèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü, ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå ðåøåíèå
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Îñëàáëåíèå óñëîâèé
èäåàëüíîãî ðûíêà ñ öåëüþ ïðèáëèæåíèÿ «ìàòåìàòè÷åñêîãî ìèðà» ê ðåàëüíîìó
ìèðó ïðèâîäèò ê ñåðüåçíîìó óñëîæíåíèþ «ìàòåìàòè÷åñêîãî ìèðà». Íàïðèìåð,
âêëþ÷åíèå â àíàëèç òðàíñàêöèîííûõ èçäåðæåê ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñóùåñò-
âåííî íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèè (6). Ïîäîáíûå âîïðîñû îñòàëèñü çà ðàìêà-
ìè íàøåãî îáçîðà.

Îñíîâíîå âíèìàíèå â äàííîé ðàáîòå óäåëåíî îöåíêå îïöèîíîâ íà àêöèè, îä-
íàêî òå æå ìåòîäû, åñòåñòâåííî, ñ íåîáõîäèìûìè ìîäèôèêàöèÿìè, ïðèìåíÿþòñÿ è
äëÿ îöåíêè îïöèîíîâ íà äðóãèå âèäû èìóùåñòâà. Îïöèîíû îòíîñÿòñÿ ê êëàññó
ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ, êîòîðûå íàçûâàþò êîíòèíãåíòíûìè òðåáîâàíèÿìè, òî
åñòü òðåáîâàíèÿìè, âîçìîæíûìè ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ. Êðîìå îïöèîíîâ â
ýòîò êëàññ âõîäÿò îáëèãàöèè ñ ïðàâîì âûêóïà, êýï, ôëî è ðÿä äðóãèõ ôèíàíñîâûõ
èíñòðóìåíòîâ. Äëÿ èõ îöåíêè òàêæå èñïîëüçóþòñÿ îïèñàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå
ìåòîäû. Èñïîëüçóþòñÿ îíè è äëÿ îöåíêè ôüþ÷åðñîâ è ñâîïîâ.
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