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ÂÎÏÐÎÑÛ ÒÅÎÐÈÈ

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé
äëÿ îöåíêè ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ1)

Øâåäîâ À.Ñ.

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, êàê âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè äëÿ öåí ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ. Íà ïðèìåðå êîíâåðòè-
ðóåìûõ îáëèãàöèé è åâðîïåéñêèõ îïöèîíîâ íà àêöèè ïðîäåìîíñòðèðî-
âàíî, êàê ñòàâÿòñÿ íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ, ïðèâîäÿùèå äëÿ
îäíîãî è òîãî æå óðàâíåíèÿ ê ñîâåðøåííî ðàçíûì ðåøåíèÿì. Ïðåä-
ñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, â òîì ÷èñëå è ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîé
íîâîé äëÿ äàííîé îáëàñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû.

1. Ââåäåíèå

Ðàñ÷åò áåçàðáèòðàæíûõ öåí ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ – ýòî çàäà÷à, êîòî-
ðîé âî âñåì ìèðå óäåëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ î÷åíü áîëüøîå âíèìàíèå. Îáçîðû
ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãàõ [6, 12, 19].

Îäèí èç îñíîâíûõ ïîäõîäîâ ê ðàñ÷åòàì áåçàðáèòðàæíûõ öåí çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òîáû âûâåñòè óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ áåçàðáèòðàæíîé öå-
íû ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà, ïîñòàâèòü äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâóþ
çàäà÷ó è çàòåì ðåøèòü åå. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ÷àùå
âñåãî îêàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, à ïîñòàâëåííàÿ íà÷àëüíî-
êðàåâàÿ çàäà÷à âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè.
Èíîãäà íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó âîçìîæíî ðåøèòü â ÿâíîì âèäå (ò.å. íàéòè ðåøå-
íèå â âèäå ôîðìóëû), èíîãäà ïðèìåíÿþòñÿ òå èëè èíûå ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî
(÷èñëåííîãî) ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, íàïðèìåð ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíî-
ñòåé (ðàçíîñòíûå ñõåìû). Íî îñíîâíîå çíà÷åíèå âñå æå èìåþò ÷èñëåííûå ìåòîäû,
â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå óäàåòñÿ íàéòè äîñòàòî÷íî ðåäêî. Ðàñ÷åòàì áåçàðáèòðàæ-
íûõ öåí ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ, ñâÿçàííûì ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, êíèãè [21, 24].

Ê ýòîìó æå íàïðàâëåíèþ, ðàñ÷åòàì áåçàðáèòðàæíûõ öåí ôèíàíñîâûõ èíñò-
ðóìåíòîâ ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, îòíîñèòñÿ è íàñòîÿùàÿ ðàáîòà. Ïðèìåíÿåìàÿ íàìè ðàç-
íîñòíàÿ ñõåìà ïîçâîëÿåò â ðÿäå çàäà÷ óëó÷øèòü ïî ñðàâíåíèþ ñ íåêîòîðûìè òðà-

                                                          
1) Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ

èññëåäîâàíèé, ïðîåêò 00–01–00201.
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äèöèîííûìè ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè êà÷åñòâî ðàñ÷åòîâ âåëè÷èí äåëüòà è ãàììà,
èñïîëüçóåìûõ ïðè õåäæèðîâàíèè.

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ðåàëüíîé ðûíî÷íîé öåíû ôèíàíñîâîãî
èíñòðóìåíòà îò åãî ðàññ÷èòàííîé áåçàðáèòðàæíîé öåíû ìîæåò óêàçûâàòü íà âîç-
ìîæíîñòü ñîçäàíèÿ «äåíåæíîé ïîìïû» (àðáèòðàæíîé ñòðàòåãèè) íà ôèíàíñîâîì
ðûíêå. Ñêîðåå âñåãî, òàêàÿ «äåíåæíàÿ ïîìïà» íå ïðîñóùåñòâóåò äîëãî. Êàê òîëü-
êî îíà áóäåò îáíàðóæåíà, ïðîèçîéäåò óâåëè÷åíèå ñïðîñà èëè ïðåäëîæåíèÿ äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà, ýòî âûçîâåò èçìåíåíèå åãî öåíû, è
âîçìîæíîñòü «äåíåæíîé ïîìïû» èñ÷åçíåò.

Â ðàçäåëå 2 ïðèâîäèòñÿ âûâîä óðàâíåíèÿ, êîòîðûì îïèñûâàåòñÿ ïîâåäåíèå
áåçàðáèòðàæíûõ öåí (íàçûâàåìûõ, äëÿ êðàòêîñòè, ïðîñòî öåíàìè) ìíîãèõ ôèíàí-
ñîâûõ èíñòðóìåíòîâ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ îáû÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ îá èäåàëü-
íîñòè ðûíêà:

- àáñîëþòíàÿ ëèêâèäíîñòü è áåñêîíå÷íàÿ äåëèìîñòü âñåõ àêòèâîâ;
- ñîâïàäåíèå öåíû ïîêóïêè ñ öåíîé ïðîäàæè;
- îòñóòñòâèå íàëîãîâ è òðàíñàêöèîííûõ èçäåðæåê;
- âîçìîæíîñòü íåîãðàíè÷åííîãî çàèìñòâîâàíèÿ è îäàëæèâàíèÿ ïî îäíîé è

òîé æå ïðîöåíòíîé ñòàâêå, îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ (íî êîòîðàÿ ìîæåò ìå-
íÿòüñÿ ñî âðåìåíåì);

- ðàçðåøåíèå êîðîòêèõ ïðîäàæ è âîçìîæíîñòü íåîãðàíè÷åííîãî èñïîëüçî-
âàíèÿ ïîëó÷åííûõ îò íèõ ñðåäñòâ2);

- îòñóòñòâèå êðåäèòíîãî ðèñêà.
Â ðàçäåëå 3 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

óðàâíåíèå, êîòîðûì îïèñûâàåòñÿ ïîâåäåíèå áåçàðáèòðàæíûõ öåí ôèíàíñîâûõ èí-
ñòðóìåíòîâ, ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ êîíâåêöèè-äèôôóçèè. Äëÿ ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè-äèôôóçèè ïðèâîäèòñÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, ñîâìåùàþùàÿ â
ñåáå ÷åðòû ðàçíîñòíîé ñõåìû ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà àï-
ïðîêñèìàöèè è ïðîòèâîïîòî÷íîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìà-
öèè è èìåþùàÿ ïðè ýòîì âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.

Â ðàçäåëå 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ åâðîïåéñêèå îïöèîíû êîëë è ïóò íà àêöèè. Íà-
÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå òàêîâû,
÷òî äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â [2, 18]. Ýòè àíàëè-
òè÷åñêèå ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ðàçëè÷íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Â ðàçäåëå 5 ðàññìàòðèâàþòñÿ îáëèãàöèè, ó âëàäåëüöåâ êîòîðûõ åñòü ïðàâî
îáìåíÿòü îáëèãàöèè íà àêöèè íåêîòîðîé êîìïàíèè (êîíâåðòèðóåìûå îáëèãàöèè).
Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà áåçàðáèòðàæíûõ
öåí òàêèõ îáëèãàöèé, à òàêæå äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñëåäóåò
ïðîèçâîäèòü îáìåí îáëèãàöèé íà àêöèè.

Â ðàçäåëå 6 ïðèâîäèòñÿ âûâîä óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñ äâó-
ìÿ íåâðåìåííûìè ïåðåìåííûìè äëÿ áåçàðáèòðàæíîé öåíû ôèíàíñîâîãî èíñòðó-
ìåíòà, êîòîðîå âîçíèêàåò, íàïðèìåð, åñëè ó÷èòûâàòü ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð
èçìåíåíèÿ öåíû àêöèè è ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê.

Äàííàÿ ðàáîòà îñíîâàíà íà ðåïðèíòàõ [28, 32].
                                                          

2) Äëèííûå è êîðîòêèå ïîçèöèè – ýòî ñîâñåì äðóãîå, ÷åì äîëãîñðî÷íûå è êðàòêîñðî÷-
íûå ïîçèöèè. Ïîäðîáíî î òîì, ÷òî ýòî òàêîå, ñêàçàíî, íàïðèìåð, â êíèãå [30].
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2. Óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
äëÿ öåíû ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà

Ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t è ïðåäïîëîæèì, ÷òî çà ýòîò ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè öåíà àêöèè S èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

(1) )( tottS
S

∆+∆+∆=
∆ εσµ ,

è öåíà ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà V èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

(2) )(''' tottV
V

∆+∆+∆=
∆ εσµ .

Çäåñü ε  è 'ε  – ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû N (0, 1); µ ÿâ-
ëÿåòñÿ èçâåñòíîé ôóíêöèåé îò S è t, áóäåì ñ÷èòàòü ýòó ôóíêöèþ íåñëó÷àéíîé, õîòÿ
ýòî îãðàíè÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì; σ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé (íå-

ñëó÷àéíîé) ôóíêöèåé îò S è t3). Âûðàæåíèÿ äëÿ 'µ  è 'σ  âûâîäÿòñÿ íèæå.
Ïîÿñíèì, ïî÷åìó â êà÷åñòâå ìîäåëåé äëÿ öåí âûáèðàþòñÿ èìåííî óðàâíå-

íèÿ (1) è (2). Ïóñòü ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t ðàçáèò íà äâå ÷àñòè ∆t1 è ∆t2. Òîãäà
îáùåå ïðèðàùåíèå öåíû ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ïðèðàùåíèé

∆S = ∆S1 + ∆S2,   ∆V = ∆V1 + ∆V2.

Èç òîãî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ðàâíî ñóììå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è äèñïåðñèÿ ñóììû ðàâíà ñóììå äèñïåð-
ñèé (â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ ïðèðàùåíèé), à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîíñòàíòà èç ïîä
çíàêà äèñïåðñèè âûíîñèòñÿ ñ âîçâåäåíèåì â êâàäðàò, ïîëó÷àåì, ÷òî â ïðàâûõ

÷àñòÿõ óðàâíåíèé (1) è (2) â ïåðâûõ ñëàãàåìûõ ∆t äîëæíî áûòü â ïåðâîé ñòåïåíè,
à âî âòîðûõ ñëàãàåìûõ – â ñòåïåíè 1/2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíà ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà V(S, θ, t) ÿâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé îò S, t è íåêîòîðîãî ïîêàçàòåëÿ θ, èçìåíÿþùåãîñÿ ïî
çàêîíó

(3) ),( tot ∆+∆=∆ ϕθ

ãäå ϕ – ýòî èçâåñòíàÿ (íåñëó÷àéíàÿ) ôóíêöèÿ îò S è t.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà, ïîëó÷àåì

(4) =−∆+∆+∆+=∆ ),,(),,( tSVttSSVV θθθ

).( toSVtVVSV SStS ∆+∆+∆+∆+∆= 2
2
1θθ

Èç (2) è (4) ñëåäóåò, ÷òî

                                                          
3) Äàííûé ïîäõîä ìîæíî ïðèìåíÿòü è òîãäà, êîãäà σ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé îò S

è t. Íî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïðè ýòîì èìåþò ñóùåñòâåííî äðóãîé âèä.
Ýòèì çàäà÷àì ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, ðàáîòû [10, 15, 23].
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=∆+∆=∆ )()(' toVEtVµ

(5) =∆+∆+∆+∆+∆= )()()( toSEVtVtVSEV SStS
2

2
1ϕθ

).()( totSVVVSV SStS ∆+∆+++= 22
2
1 σϕµ θ

Óñòðåìëÿÿ ∆t ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî

22
2
1 SVVVSVV SStS σϕµµ θ +++=' .

Èç (2), (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî

(6) =∆+∆−∆=∆ )(''' totVVtV µεσ

).())(())(( toSESVSESV SSS ∆+∆−∆+∆−∆= 22
2
1

Çàìåòèì, ÷òî

(7) )()( totSSES ∆+∆=∆−∆ εσ

è

(8) ).()( tOSES ∆=∆−∆ 22

Òîãäà èç (6), óñòðåìëÿÿ ∆t ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî

.'' εσεσ SVV S=
Îòñþäà

(9) ).()( totSVtSVVVSVV SSStS ∆+∆+∆+++=∆ εσσϕµ θ
22

2
1

Äàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ôîðìóëû Èòî.
Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t ñîñòàâèì ïîðòôåëü, â êîòîðûé âõîäÿò îäèí

ðàññìàòðèâàåìûé ôèíàíñîâûé èíñòðóìåíò è (-δ) àêöèé. ×èñëî δ ïîêà ÿâëÿåòñÿ
íåîïðåäåëåííûì. Ñòîèìîñòü ýòîãî ïîðòôåëÿ

Π = V – δ S.

Åñëè â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆t ÷èñëî àêöèé (-δ) â ïîðòôåëå îñòà-
åòñÿ íåèçìåííûì, òî çà ýòîò ïðîìåæóòîê âðåìåíè ñòîèìîñòü äàííîãî ïîðòôåëÿ
èçìåíèòñÿ íà âåëè÷èíó

.),,(),,( ttSKtStSDSV ∆+∆−∆−∆=Π∆ θθδδ

Çäåñü tStSD ∆),,( θ  – äèâèäåíäû, âûïëà÷èâàåìûå â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà

âðåìåíè ∆t íà 1 àêöèþ; ttSK ∆),,( θ  – âûïëàòû â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆t,
ñâÿçàííûå ñ ðàññìàòðèâàåìûì ôèíàíñîâûì èíñòðóìåíòîì. Ýòî ìîãóò áûòü, íà-
ïðèìåð, êóïîíû, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì êîíâåðòèðóåìóþ îáëèãàöèþ.
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Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó äëÿ Π∆  âûðàæåíèÿ (1) è (9), ïîëó÷àåì

+∆−=Π∆ tVS S εδσ )( −+++ 22
2
1 SVVVSV SStS σϕµ θ(

).()),,(),,( tottSKStSDS ∆+∆+−− θθδµδ

Âûáðàâ δ = VS, ìîæíî èñêëþ÷èòü ñëó÷àéíóþ êîìïîíåíòó â èçìåíåíèè ñòîèìîñòè
ïîðòôåëÿ. Òîãäà

=Π∆ SSSt VSVVV −++ 22
2
1 σϕθ( ).()),,(),,( tottSKStSD ∆+∆+ θθ

Íåâîçìîæíîñòü àðáèòðàæà ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

,)( ttr ∆Π=Π∆

ãäå r(t) – ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà â ìîìåíò âðåìåíè t ïðè çàèìñòâîâàíèè íà ñðîê ∆t.
Îòñþäà

),)((),,(),,( SVVtrtSKStSDVSVVV SSSSt −=+−++ θθσϕθ
22

2
1

è îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèå äëÿ öåíû V(S, θ, t) èìååò âèä

(10)   .),,()()),,()(( 02
1 22 =+−+−++ tSKVtrVSVtSDtrVSV SSSt θϕθσ θ

Çàâèñèìîñòü öåíû ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà êðîìå S è t åùå è îò íåêîòîðîãî
ïîêàçàòåëÿ θ, èçìåíÿþùåãîñÿ ïî çàêîíó (3), íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, íàïðèìåð, ïðè
îöåíêå àçèàòñêèõ îïöèîíîâ, ò.å. òàêèõ îïöèîíîâ, âûïëàòû ïî êîòîðûì çàâèñÿò îò
ñðåäíåé öåíû àêöèè çà íåêîòîðûé ïåðèîä. Â êíèãå [14, ñ. 376–377] âçÿòî

∫=
t

duuSt
0

.)()(θ

Òîãäà óðàâíåíèå (10) (ïðè K(S, θ, t) = 0) ïðèíèìàåò âèä

(11) .)()),,()(( 02
1 22 =−+−++ VtrVSSVtSDtrVSV SSSt θθσ

Ïðè îöåíêå àçèàòñêèõ îïöèîíîâ ìîæíî ïîéòè è ïî íåìíîãî äðóãîìó ïóòè, âûáðàâ

∫=
t

duuStt
0

1 )()(θ .

Òîãäà, êàê íåòðóäíî óâèäåòü, óðàâíåíèå (10) ïðèíèìàåò âèä

(12) .)()),,()(( 02
1 22 =−

−
+−++ VtrVt

SSVtSDtrVSV SSSt θ
θθσ

Â ðàáîòå [25] èññëåäîâàí âîïðîñ, êàêîå èç óðàâíåíèé, (11) èëè (12), ëó÷øå
èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïðè ðàñ÷åòàõ áåçàðáèòðàæíûõ öåí àçèàòñêèõ
îïöèîíîâ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèÿ
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(12) íåñêîëüêî âûøå. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñëó-
÷àé, êîãäà ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà r íå çàâèñèò îò t.

×åðåç P(t,T) îáîçíà÷èì öåíó â ìîìåíò âðåìåíè t áåñêóïîííîé îáëèãàöèè, ïî
êîòîðîé â ìîìåíò âðåìåíè T ãàðàíòèðîâàííî âûïëà÷èâàåòñÿ 1 ðóáëü, t ≤ T. Î÷å-
âèäíî, ÷òî P(T,T) = 1; ïðè t < T ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 0 < P(t,T) < 1.  Ïðè
ôèêñèðîâàííîì t âåëè÷èíà P(t,T), êàê ôóíêöèÿ îò T, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáû-
âàþùåé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ P(0, t) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ. Çíàÿ ôóíêöèþ
P(0, t), ïðîöåíòíóþ ñòàâêó r(t) ìîæíî ââåñòè ÷åðåç ôîðìóëó

.)(),(













−= ∫

t
duurtP

0

0 exp

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè

(13) .),(
),()( dt

tdP
tPtr 0

0
1

−=

3. Ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ öåí ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíà ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà V ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî îò S è t, ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà r íå çàâèñèò îò âðåìåíè, äè-
âèäåíäû â ðàññìàòðèâàåìûé ïåðèîä ïî àêöèè íå âûïëà÷èâàþòñÿ, ò.å. D(S,t) = 0, è
íèêàêèõ âûïëàò, ñâÿçàííûõ ñ ðàññìàòðèâàåìûì ôèíàíñîâûì èíñòðóìåíòîì, íåò,
ò.å. K(S,t) = 0. Òîãäà óðàâíåíèå (10) ïðèíèìàåò âèä

(14) .02
1 22 =−++ rVrSVVSV SSSt σ

×òîáû ïðèâåñòè óðàâíåíèå (14) ê áîëåå ïðèâû÷íîìó âèäó, èçìåíèì îáîçíà-
÷åíèå è ÷åðåç t îáîçíà÷èì âðåìÿ, îñòàþùååñÿ äî âðåìåíè T>0, ñðîêà îêîí÷àíèÿ
äåéñòâèÿ ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà, ò.å.

tíîâ = T – tñòàð.

Òîãäà óðàâíåíèå (14) ïðèíèìàåò âèä

.rVVSrSVV SSSt −=− 22
2
1 σ

Ïîñëå ââåäåíèÿ íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè U(S, t) = tre V(S,t) óðàâíåíèå çà-
ïèñûâàåòñÿ â âèäå

.SSSt USrSUU 22
2
1 σ=−

Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé x = α ln S, ïðèâîäèì óðàâíåíèå ê âèäó

(15) .xxxt UUrU 222
2
1

2
1 σασα =








−−
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ









−−= 2

2
1 σα rc ,   22

2
1 σαµ = .

Òîãäà óðàâíåíèå (15) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(16) .xxxt UcUU µ=+

Ýòî ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå êîíâåêöèè-äèôôóçèè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) áóäåì èñêàòü â îáëàñòè

[xmin, xmax] × [0,T].

Ïðè t=0 ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì íà÷àëüíîå óñëîâèå, ïðè x = xmin è x = xmax –

êðàåâûå óñëîâèÿ. ×åðåç n
ju  îáîçíà÷èì ÷èñëåííîå ðåøåíèå â òî÷êå (xmin+jh, nτ),

ãäå h > 0 è τ > 0 ÿâëÿþòñÿ øàãàìè ñîîòâåòñòâåííî ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè, ýòè
øàãè îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè â òå÷åíèå âñåãî ðàñ÷åòà. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî øàãè
h è τ âûáðàíû òàê, ÷òî ÷èñëà (xmax – xmin)/h è T/τ öåëûå, òîãäà j = 0, 1, ..., (xmax –
xmin)/h;   n = 0, 1, ..., T/τ. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè

2hh
c µτγτν == ,

è âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî øàãè h è τ âûáðàíû òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå –1 ≤ ν ≤ 1.
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ äèôôóçèîííûé ÷ëåí µ Uxx â óðàâíåíèè (16) ìû áóäåì àï-

ïðîêñèìèðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè c=0 ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ
(16) ïðåâðàùàëàñü â ðàçíîñòíóþ ñõåìó, ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå [7] äëÿ óðàâíåíèÿ

(17) xxt UU µ= .

Äàííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà èìååò âèä

(18) ).( n
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1 222 +−
+
+

++
−

+ +−++−+=
γ

Äëÿ êîíâåêöèîííîãî ÷ëåíà cUx â óðàâíåíèè (16) ìû ðàññìîòðèì 3 ðàçëè÷íûå àï-
ïðîêñèìàöèè. Ïðè íàçâàíèè ðàçíîñòíîé ñõåìû áóäåì èñõîäèòü èç ñïîñîáà àïïðîê-
ñèìàöèè êîíâåêöèîííîãî ÷ëåíà, ïîñêîëüêó àïïðîêñèìàöèÿ äèôôóçèîííîãî ÷ëåíà âî
âñåõ ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ îäèíàêîâà.

Ïðîòèâîïîòî÷íàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè
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Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèì àöèè
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Ýòè 2 ðàçíîñòíûå ñõåìû ÿâëÿþòñÿ îáùåóïîòðåáèòåëüíûìè. Êðîìå òîãî, íà-
ìè ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå 1 ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ñìå-
øàííîé. Ýòà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà âïåðâûå, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, áûëà ïðåäëîæå-
íà â ðàáîòå [28]. Îíà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè è ÿâëÿåòñÿ â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå ïðîìåæóòî÷íîé ìåæäó ðàçíîñòíîé ñõåìîé ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿ-
ìè âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè è ïðîòèâîïîòî÷íîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé, ïî÷å-
ìó ìû è íàçûâàåì åå ñìåøàííîé.
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Â äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè, ñõåìîé 1 áóäåì íàçûâàòü ïðîòèâîïîòî÷íóþ
ðàçíîñòíóþ ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, ñõåìîé 2 – ðàçíîñòíóþ ñõåìó
ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, ñõåìîé 3 – ñìå-
øàííóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Âñå ýòè 3 ðàçíîñòíûå
ñõåìû ÿâëÿþòñÿ íåÿâíûìè. Â ðàñ÷åòàõ, îïèñàííûõ â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, ïîëó-
÷àþùèåñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïðî-
ãîíêè.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíî î÷åíü ìíîãî ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè

(19) 0=+ xt cUU .

Íàïðèìåð, â ðàáîòå [20] äàí îáçîð áîëåå 100 ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ. Ïðè
ýòîì, íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåííûå ñðàâíåíèÿ, êàê òåîðåòè÷åñêèå, òàê è ïóòåì
âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, îïðåäåëèòü 1 íàèëó÷øèé àëãîðèòì äëÿ ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (19) íå óäàåòñÿ.

Åñëè îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàñ÷åòàìè ãëàäêèõ ðåøåíèé, íå èìåþùèõ áîëüøèõ
ãðàäèåíòîâ, òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

(20) −=+ n
j

n
j uu 1
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+
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j
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j uuu 11 2

1
2

1 νννν

äëÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè (19), ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòàõ [16, 26], êàê ïðàâèëî, äà-
åò õîðîøèå ðåçóëüòàòû.

Îòòàëêèâàÿñü îò ðàçíîñòíîé ñõåìû (20), ïîÿñíèì ñîîáðàæåíèÿ, ïðèâîäÿùèå
ê ñõåìå 3.

Èçâåñòíî, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (20) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ìåòîäîì íåîï-
ðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ðàçíîñò-
íûå óðàâíåíèÿ âèäà
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Èç óñëîâèÿ àïïðîêñèìàöèè ñî âòîðûì ïîðÿäêîì â òî÷êå (xmin+jh, nτ) óðàâíåíèÿ
(19) ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (19) ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ α, β, γ :
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Ïðåíåáðåãàÿ ïîñëåäíèìè ñëàãàåìûìè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ âñåõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì

2
1 να +

−= ,   β = ν,   2
1 νγ −

= ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàçíîñòíîé ñõåìå (20).
Àíàëîãè÷íî ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæåò áûòü ïîñòðîå-

íà íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (19):
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Äëÿ ýòîé ðàçíîñòíîé ñõåìû óñëîâèå àïïðîêñèìàöèè ïðîâåðÿåòñÿ â òî÷êå
(xmin+jh,(n+1)τ).

Íóæíàÿ íàì ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ (19) ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âçÿòü
ïîëóñóììó ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (20) è (21):
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Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (22) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé (ïîäðîáíåå ýòîò âîïðîñ îáñóæäàåòñÿ
íèæå) è àïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèå (19) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà

)( 22 hO +τ .
Ó ðàçíîñòíîé ñõåìû (22) åñòü äâà âàæíûõ äëÿ íàñ ïðåèìóùåñòâà ïåðåä ðàç-

íîñòíîé ñõåìîé (20) (ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (21) â ðàñ÷åòàõ îáû÷íî íå óïîòðåáëÿåòñÿ).
Âî-ïåðâûõ, àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (22) ðàññìàòðèâàåòñÿ â

òî÷êå (xmin+jh, (n+1/2)τ), ò.å. â òîé æå òî÷êå, ÷òî è àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ ðàçíîñò-
íîé ñõåìû (18) äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè (17).

Âî-âòîðûõ, ïðè äîêàçàòåëüñòâå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (22)
íå èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå

(23) ,xxtt UcU 2=

âûòåêàþùåå èç óðàâíåíèÿ (19). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàçíîñò-
íûõ ñõåì (20) è (21) óñëîâèå (23) èñïîëüçóåòñÿ. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî îñîáåí-
íî âàæíî ïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè-äèôôóçèè
(16), ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèå (23), âåðíîå äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (19), íå âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (16) ïðè µ > 0.
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Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû íåñêîëüêèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (19) ïîêà-
çàëè, ÷òî ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (22) áëèçêà ðàçíîñòíîé ñõåìå (20).
Îäíàêî òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî ðàçíîñòíîé ñõåìå (22), îêàçûâàåòñÿ
â 2–3 ðàçà õóæå, ÷åì òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî ðàçíîñòíîé ñõåìå (20),
÷òî, ïî-âèäèìîìó, îáúÿñíÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì âèäîì îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, âîçíè-
êàþùåãî ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿäû Òåéëîðà.

Ñìåøàííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (ñõåìà 3) äëÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè-äèôôó-
çèè ïîëó÷àåòñÿ, êàê âèäíî èç åå çàïèñè, ïóòåì îáúåäèíåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì (18)
è (22).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñõåìû 3 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ñëåäóþ-
ùèé øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûé ïðèåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò nτ ÷èñëåííîå

ðåøåíèå èìååò âèä ),( ijxu n
j exp=  ãäå x – íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, è

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ çíà÷åíèé n
ju  â ñèñòåìó óðàâíåíèé ñõåìû

3 ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé èìååò âèä ),( ijxu n
j expρ=+1  ãäå ρ – íåêîòîðîå

êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ïðîâåðêà óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû çàêëþ÷àåòñÿ â ïðî-

âåðêå óñëîâèÿ |ρ |≤1 ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì x.
Èç óðàâíåíèé ñõåìû 3 ïîëó÷àåì

xixx

xixx

sin)cos()cos(

sin)cos()cos(

21121

21121

2

2

νγν

νγν

ρ

+−+











−−
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−−

= .

Èç óñëîâèÿ –1 ≤ ν ≤ 1 ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â êâàäðàòíûõ ñêîá-
êàõ, íåîòðèöàòåëüíà ïðè ëþáîì x. Ïîýòîìó àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà äåéñòâèòåëüíîé
÷àñòè ÷èñëèòåëÿ íå áîëüøå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè çíàìåíà-

òåëÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |ρ |≤1.
Ïîñêîëüêó ñõåìà 3 ÿâëÿåòñÿ íåÿâíîé, îñòàåòñÿ åùå âîïðîñ î ñïîñîáå ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Åñëè çàïèñàòü ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé â âèäå

,n
j
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j

n
j

n
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11
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òî äëÿ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïðîãîíêè äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ |b| – |a+c|>0
(ñì. [ 27 ñ. 53]). Äëÿ ñõåìû 3 íàõîäèì

,22
1

2
γνν

−
−

−=a   ,γν
+−= 21

2
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1
2

γνν
−

+
=c

è, êàê íåòðóäíî âèäåòü, òðåáóåìîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè γ > 0 èëè 12 <ν .

Åñëè γ = 0 è 12 =ν , òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðåâðàùà-
åòñÿ â ñèñòåìó ñ íåâûðîæäåííîé äâóõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé è ìîæåò áûòü ðå-
øåíà ìåòîäîì áåãóùåãî ñ÷åòà.

http://www.pdffactory.com


2002 ÂÎÏÐÎÑÛ ÒÅÎÐÈÈ 203

Îòìåòèì, ÷òî ñõåìû 2 è 3 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñëåäóþùåé ðàçíî-
ñòíîé ñõåìû

−+−++−+= +−
+
+

++
−

+ )( n
j

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j uuuuuuuu 11

1
1

11
1

1 222
γ








 +
+−

−
−− +

+
++

−
1
1

11
1 2

1
2

1
2

n
j

n
j

n
j uuu βββν








 −
++

+
−− +−

n
j

n
j

n
j uuu 11 2

1
2

1
2

βββν
.

Ñõåìå 2 îòâå÷àåò ñëó÷àé β = 0, à ñõåìå 3 – ñëó÷àé β = ν.

4. Ðàñ÷åòû öåí è ïàðàìåòðîâ äåëüòà
è ãàììà åâðîïåéñêèõ îïöèîíîâ

Äëÿ åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë ñ öåíîé èñïîëíåíèÿ X è ñ ìîìåíòîì èñòå÷å-
íèÿ T «íà÷àëüíîå» óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (14) èìååò âèä

V(S, T) = max (S – X, 0),

è êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

V(0, t) = 0,   V(S, t) ~ S – X exp(– r (T–t))   ïðè S → ∞.

Äëÿ åâðîïåéñêîãî îïöèîíà ïóò ñ öåíîé èñïîëíåíèÿ X è ñ ìîìåíòîì èñòå÷å-
íèÿ T «íà÷àëüíîå» óñëîâèå èìååò âèä

V(S, T) = max (X – S, 0),

è êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

V(0, t) = X exp(– r (T–t)),   V(S, t) ~ 0   ïðè S → ∞.

Ðåøåíèÿ ýòèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (14) íàéäåíû â ðàáî-
òàõ [2, 18]. Ýòè ðåøåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä. Äëÿ åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë

(24) V(S, 0) = S N(d1) – X exp(– r T) N(d2),

ãäå

T
TrXSd

σ
σ )/()/ln( 22

1
++

= ,    Tdd σ−= 12 ,

,)()( ∫
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=
x

dyynxN     













−=

22
1 2yyn exp
π

)( .

Äëÿ åâðîïåéñêîãî îïöèîíà ïóò

V(S, 0) = X exp(– r T) N(– d2) – S N(– d1).

Ïðè õåäæèðîâàíèè íåîáõîäèìî çíàòü äåëüòó ∆ è ãàììó Γ ôèíàíñîâîãî èí-
ñòðóìåíòà. Äëÿ åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë

(25) ∆ = VS = N(d1),

äëÿ åâðîïåéñêîãî îïöèîíà ïóò

∆ = VS = N(d1) – 1,
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(ñì., íàïðèìåð, [9]). Èç ýòèõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî ãàììû äëÿ åâðîïåéñêèõ îïöèîíîâ
êîëë è ïóò äîëæíû ñîâïàäàòü

(26)
TS

dn
VSS σ

)( 1==Γ .

Ïîñêîëüêó àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äàííûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ èçâåñò-
íû, íà ýòèõ çàäà÷àõ óäîáíî ïðîâåðÿòü è ñðàâíèâàòü ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû.

Îñíîâíîé âûâîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåøàÿ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ
óðàâíåíèÿ (16) ðàçíîñòíûì ìåòîäîì, ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò, êîòîðûé ñ ëþáîé
íóæíîé äëÿ ïðàêòèêè òî÷íîñòüþ ñîâïàäàåò ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (24), (25),
(26).

Íà ðèñ. 1, 2 è â òàáë. 1, 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ åâðîïåéñêèõ
îïöèîíîâ êîëë, ïîäòâåðæäàþùèå äàííûé âûâîä. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷åòîâ, îòâå÷àþùèå X=1, r =0,1, σ = 0,2, T = 0,75. Óðàâíåíèå (15) âçÿòî ñ
ïàðàìåòðîì α = 1. Øàãè ïî ïåðåìåííûì x è t âûáðàíû h = 0,01, τ = 0,01.

Ðèñ. 1. Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà ïðè X=1, r =0,1, σ = 0,2, T=0,75. Ðàññ÷èòàíû
ïî ñìåøàííîé ðàçíîñòíîé ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (15) ñ α = 1, h = 0,01,
τ = 0,01 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà, ðàññ÷èòàííûå ïî àíàëèòè-
÷åñêèì ôîðìóëàì (24), (25), (26) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ; íà äàííûõ ðèñóíêàõ øòðèõîâàÿ ëèíèÿ íå âèäíà, îíà
ñîâïàäàåò ñî ñïëîøíîé ëèíèåé). Îòêëîíåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îò àíàëèòè÷åñêîãî ïîêàçàíî â òàáë. 1.

Ïàðàìåòðû, ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 1, èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë.

|)),/((| /

:
0ατ jhVve T

j
xjhxxj

price expmax
maxminmin

−=
≤+≤

– ðàññòîÿíèå â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ìåæäó ÷èñëåííûì ðåøåíèåì ττ // T
j

rTT
j uev −=

è àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (24) äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè, êîãäà äî èñòå÷åíèÿ îïöèî-
íà îñòàåòñÿ T = 0,75. Ïîãðåøíîñòè edelta è egamma îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òàáëèöà 1.

eprice edelta egamma

ñõåìà 1 0,0007638 0,0032190 0,0220903

ñõåìà 2 0,0000145 0,0002083 0,0014413

ñõåìà 3 0,0000144 0,0002079 0,0014240
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Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî ñõåìû 2 è 3 ïî òî÷íîñòè áëèçêè ìåæäó ñîáîé è ñóùå-
ñòâåííî ïðåâîñõîäÿò ñõåìó 1. Ñõåìà 3 äàåò ðåçóëüòàòû õîòÿ è ëó÷øèå, ÷åì ñõåìà
2, íî êðàéíå íåçíà÷èòåëüíî.

Ðàñ÷åò, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2 è â òàáë. 2, îòëè÷àåòñÿ
îò ïðåäûäóùåãî ðàñ÷åòà òåì, ÷òî âçÿòî çíà÷åíèå σ = 0,01. Äëÿ ïðàêòèêè çíà÷åíèå
σ = 0,01 ÿâëÿåòñÿ íåïðàâäîïîäîáíî íèçêèì. Íî ïðè ýòîì âîçíèêàåò ðåøåíèå ñ
áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè, ñïðàâèòüñÿ ñ êîòîðûì ðàçíîñòíîé ñõåìå òðóäíåå, ïîýòîìó
ïðè ìàëîì σ óäîáíåå ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé ðàçëè÷íûå ðàçíîñòíûå ñõåìû.
Äðóãàÿ ïðè÷èíà, ïî÷åìó èíòåðåñíî ðàññìîòðåíèå ðåøåíèé ñ ìàëûìè σ, ñîñòîèò â
òîì, ÷òî äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ óðàâíåíèé óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðè-
åì, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â äîáàâëåíèè èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè. Íàïðèìåð, óðàâ-
íåíèÿ (11) è (12) ñîäåðæàò VSS, íî íå ñîäåðæàò Vθθ. Ýòî ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò
ïðîöåäóðó ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó èíîãäà â óðàâíåíèå äî-
áàâëÿþò èñêóññòâåííóþ âÿçêîñòü σθ Vθθ, ðåøàþò òàêîå óðàâíåíèå, ïîòîì óìåíü-
øàþò σθ, ñíîâà ðåøàþò óðàâíåíèå è ò.ä. Åñëè ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ
ñõîäÿòñÿ, òî èõ ïðåäåë (èëè ïîñëåäíåå íàéäåííîå ðåøåíèå) îáúÿâëÿþò ðåøåíèåì,
îòâå÷àþùèì σθ = 04).

Ïðè ðàñ÷åòå, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2 è â òàáë. 2, âçÿòû
øàãè h = 0,0005 è τ = 0,0005, çíà÷èòåëüíî ìåíüøèå, ÷åì â ïðåäûäóùåì ðàñ÷åòå.
Óðàâíåíèå (15) âçÿòî ñ ïàðàìåòðîì α = 1. Îïÿòü, êàê è â ïðåäûäóùåì ðàñ÷åòå,
ñõåìû 2 è 3 ïî òî÷íîñòè áëèçêè ìåæäó ñîáîé è ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäÿò ñõåìó 1.

Ðèñ. 2. Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà ïðè X=1, r=0,1, σ=0,01, T=0,75. Ðàññ÷èòàíû
ïî ñìåøàííîé ðàçíîñòíîé ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (15) ñ α=1, h=0,0005,
τ=0,0005 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà, ðàññ÷èòàííûå ïî àíà-
ëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì (24), (25), (25) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ; íà äàííûõ ðèñóíêàõ øòðèõîâàÿ ëèíèÿ íå
âèäíà, îíà ñîâïàäàåò ñî ñïëîøíîé ëèíèåé). Îòêëîíåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îò àíàëèòè÷åñêîãî ïîêà-
çàíî â òàáë. 2.

Íî çà áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü ïðèõîäèòñÿ ïëàòèòü îäíèì íåïðèÿòíûì
ñâîéñòâîì, êîòîðûì îáëàäàåò ñõåìà 2 è, â ìåíüøåé ñòåïåíè, ñõåìà 3, è êîòîðîå
ïðîÿâëÿåòñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íî êðóïíûå øàãè h è τ. Ñõåìû âòîðîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ìîãóò äàâàòü ïàðàçèòè÷åñêèå îñöèëëÿöèè â ÷èñëåííîì
ðåøåíèè. Ñõåìà 1, ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, îò ýòîãî íåäîñòàòêà
ñâîáîäíà.
                                                          

4) Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòüþ ìîæåò áûòü ïîëåçíî ââåäåíèå ïàðà-
ìåòðà α â óðàâíåíèå (15), ýòî ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü êîýôôèöèåíò äèôôóçèè â ðåøàåìîì
÷èñëåííî óðàâíåíèè áåç åãî óâåëè÷åíèÿ â èñõîäíîì óðàâíåíèè (14).
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Òàáëèöà 2.

eprice edelta egamma

ñõåìà 1 0,0006621 0,0456897 8,4165981

ñõåìà 2 0,0000096 0,0019240 0,3384524

ñõåìà 3 0,0000094 0,0018955 0,3335013

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòîò íåäîñòàòîê íîñèò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð è
èíòåðåñåí ñêîðåå ñïåöèàëèñòàì ïî òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì. Îí íå îãðàíè÷èâàåò
âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ äëÿ îöåíêè ôèíàíñîâûõ
èíñòðóìåíòîâ. Òàê, â ðàñ÷åòå, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2, ïàðà-
çèòè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé â ÷èñëåííîì ðåøåíèè íåò, ïîñêîëüêó ýòîò ðàñ÷åò ïðîâå-
äåí ñ äîñòàòî÷íî ìåëêèìè øàãàìè h è τ5).

Íà ðèñ. 3–8 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ òîãî æå åâðîïåéñêîãî
îïöèîíà êîëë ñ X=1, r=0,1, σ=0,01, T=0,75 ïî ðàçëè÷íûì ðàçíîñòíûì ñõåìàì è ñ
ðàçëè÷íûìè øàãàìè ïî âðåìåíè.

Â ðàñ÷åòàõ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3 (ñõåìà 1), ðèñ. 4 (ñõåìà
2) è ðèñ. 5 (ñõåìà 3) âûáðàíû øàãè h=0,03 è τ=0,03. Óðàâíåíèå (15) âçÿòî ñ ïàðà-
ìåòðîì α=9. Íà ðèñ. 4 âèäíû îñöèëëÿöèè â ÷èñëåííîì ðåøåíèè. Íà ðèñ. 3 è 5 ïî-
äîáíûõ îñöèëëÿöèé íåò. Äàæå èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïî-
ëó÷åííûõ ïî ñõåìå 3 (ðèñ. 5), çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-
÷åííûõ ïî ñõåìå 1 (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3. Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà ïðè X=1, r=0,1, σ=0,01, T=0,75. Ðàññ÷èòàíû
ïî ïðîòèâîïîòî÷íîé ðàçíîñòíîé ñõåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (15) ñ α =9,
h=0,03, τ=0,03 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà, ðàññ÷èòàííûå ïî
àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì (24), (25), (26) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ).

                                                          
5) Ðàñ÷åòû, îïèñûâàåìûå â äàííîé ðàáîòå, – ýòî ðàñ÷åòû ãëàäêèõ ðåøåíèé. Ïðè ðàñ÷å-

òàõ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé, íàïðèìåð â âû÷èñëèòåëüíîé ãàçîâîé äèíàìèêå, ïàðàçèòè÷åñêèå
îñöèëëÿöèè, åñëè îíè âîçíèêàþò, êàê ïðàâèëî, íå èñ÷åçàþò, õîòÿ è óìåíüøàþòñÿ ïðè
óìåíüøåíèè øàãîâ h è τ.
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Ðèñ. 4. Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà ïðè X=1, r=0,1, σ = 0,01, T=0,75. Ðàññ÷èòàíû
ïî ðàçíîñòíîé ñõåìå ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (15)
ñ α=9, h=0,03, τ=0,03 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà, ðàññ÷èòàí-
íûå ïî àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì (24), (25), (26) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ).

Ðèñ. 5. Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà ïðè X=1, r=0,1, σ =0,01, T=0,75. Ðàññ÷èòàíû
ïî ñìåøàííîé ðàçíîñòíîé ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (15) ñ α=9, h=0,03,
τ=0,03 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà, ðàññ÷èòàííûå ïî àíàëè-
òè÷åñêèì ôîðìóëàì (24), (25), (26) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ).

Ðèñ. 6. Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà ïðè X=1, r=0,1, σ=0,01, T=0,75. Ðàññ÷èòàíû
ïî ïðîòèâîïîòî÷íîé ðàçíîñòíîé ñõåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (15) ñ α=9,
h=0,1, τ=0,1 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà, ðàññ÷èòàííûå ïî
àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì (24), (25), (26) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ).
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Ðèñ. 7. Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà ïðè X=1, r=0,1, σ=0,01, T=0,75. Ðàññ÷èòàíû
ïî ðàçíîñòíîé ñõåìå ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (15)
ñ α=9, h=0,1, τ=0,1 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà, ðàññ÷èòàí-
íûå ïî àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì (24), (25), (26) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ).

Ðèñ. 8. Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà ïðè X=1, r=0,1, σ=0,01, T=0,75. Ðàññ÷èòàíû
ïî ñìåøàííîé ðàçíîñòíîé ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (15) ñ α=9, h=0,1,
τ=0,1 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Öåíà åâðîïåéñêîãî îïöèîíà êîëë, äåëüòà è ãàììà, ðàññ÷èòàííûå ïî àíàëèòè-
÷åñêèì ôîðìóëàì (24), (25), (26) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ).

Â ðàñ÷åòàõ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6 (ñõåìà 1), ðèñ. 7
(ñõåìà 2) è ðèñ. 8 (ñõåìà 3) âûáðàíû øàãè h=0,1 è τ=0,1. Óðàâíåíèå (15) âçÿòî ñ
ïàðàìåòðîì α=9. Íà ðèñ. 7 è 8 âèäíû îñöèëëÿöèè â ÷èñëåííîì ðåøåíèè. Îòìåòèì,
÷òî ñõåìà 3 (ðèñ. 8) äàåò îñöèëëÿöèè çíà÷èòåëüíî ìåíüøèå, ÷åì ñõåìà 2 (ðèñ. 7).
Ñõåìà 1 (ðèñ. 6) â äàííîì ñëó÷àå íèêàêèõ îñöèëëÿöèé íå äàåò, íî òî÷íîñòü ðå-
çóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî ñõåìå 1, êàê âèäíî èç ðèñóíêà, íåâåëèêà.

Îñöèëëÿöèè, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 4, 7 è 8, õîðîøî çíàêîìû ñïåöèàëèñòàì
ïî âû÷èñëèòåëüíîé ãàçîâîé äèíàìèêå. Ïîäîáíûå îñöèëëÿöèè ÿâëÿþòñÿ ñåðüåçíîé
ïðîáëåìîé ïðè ðàñ÷åòàõ óäàðíûõ âîëí. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû â âû÷èñëè-
òåëüíîé ãàçîâîé äèíàìèêå ðàçðàáîòàíî î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçíîñò-
íûõ ñõåì, èìåþùèõ ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè áîëåå âûñîêèé, ÷åì ïåðâûé, è íå äà-
þùèõ èëè ïî÷òè íå äàþùèõ ïàðàçèòè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé (ñì., íàïðèìåð, [8, 22];
îáçîð ìîæíî íàéòè â [17]). Íåêîòîðûå èç ýòèõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, íàïðèìåð ñõåìû
TVD â ðàáîòå [25], óñïåøíî èñïîëüçóþòñÿ è â ôèíàíñîâûõ ðàñ÷åòàõ.

Íî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé â ôèíàíñîâîé ëèòåðàòóðå ÿâëÿåòñÿ âñå æå
ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè
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(ñõåìà 2). Ýòî ñâÿçàíî ñ ïðîñòîòîé åå çàïèñè è ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðàçíîñòíûå
ñõåìû èç âû÷èñëèòåëüíîé ãàçîâîé äèíàìèêè, ñîõðàíÿþùèå ìîíîòîííîñòü è èìåþ-
ùèå ïîâûøåííûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, ñòðîÿòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûì
îáðàçîì. Êðîìå òîãî, ïðè ðåàëüíûõ çíà÷åíèÿõ σ è ðàçóìíûõ ðàçìåðàõ ñ÷åòíûõ
øàãîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû 2 èëè ñõåìû 3 îñöèëëÿöèè âîçíèêàòü íå äîëæíû.
Â ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðàõ ñìåøàííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà
àïïðîêñèìàöèè (ñõåìà 3) îáëàäàåò ëó÷øèìè ñâîéñòâàìè è ïî òî÷íîñòè, è ïî ñîõ-
ðàíåíèþ ôîðìû ðåøåíèÿ, ÷åì ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè
(ñõåìà 2), è ïðàêòè÷åñêè íå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé ïî ïîñòðîåíèþ. Êàê è ñõåìà
2, ñõåìà 3 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé.

5. Ðàñ÷åòû öåí êîíâåðòèðóåìûõ îáëèãàöèé

Ðàññìîòðèì îáëèãàöèþ, äëÿ ïðîñòîòû áåñêóïîííóþ (ò.å. K = 0), ïî êîòîðîé â
ìîìåíò T âûïëà÷èâàåòñÿ B ðóáëåé. Êðîìå òîãî, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îò 0 äî T
âëàäåëåö îáëèãàöèè èìååò ïðàâî îáìåíÿòü åå íà z àêöèé íåêîòîðîé êîìïàíèè.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíà îáëèãàöèè V ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî îò S è t, S è V
èçìåíÿþòñÿ ïî çàêîíàì (1) è (2). Áóäåì ñ÷èòàòü, êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ÷òî
êðåäèòíûé ðèñê îòñóòñòâóåò, õîòÿ â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ìîæåò áûòü ó÷òåíà
è âîçìîæíîñòü íåâûïîëíåíèÿ ñâîèõ îáÿçàòåëüñòâ ýìèòåíòîì îáëèãàöèè. Åùå îäíî
ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîíâåðòàöèÿ îáëèãàöèé â àêöèè íå âëèÿåò íà
õàðàêòåð èçìåíåíèÿ öåíû àêöèè; òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð,
â ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî àêöèé, íà êîòîðûå îáìåíèâàþòñÿ îáëèãàöèè, íåâåëèêî
ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì êîëè÷åñòâîì àêöèé äàííîé êîìïàíèè.

Âïåðâûå ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ [2, 18] äëÿ îöåíêè îïöèîíîâ, áûë
èñïîëüçîâàí äëÿ îöåíêè êîíâåðòèðóåìûõ îáëèãàöèé â ðàáîòàõ [4, 13].

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ðàçäåëå 2, ñîñòàâèì ïîðòôåëü èç
îäíîé îáëèãàöèè è (–δ) àêöèé, ãäå δ = VS. Èçìåíåíèå ñòîèìîñòè ýòîãî ïîðòôåëÿ

çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆ t ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè

=∆−∆−∆=Π∆ tStSDSV ),(δδ tStSDVSVV SSSt ∆







−+ ),(22

2
1 σ .

Åñëè ),)(()(),( SVtrtrStSDVSVV SSSt δσ −=Π>−+ 22
2
1

 
òî òàêîé ïîðòôåëü ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé àðáèòðàæíóþ ñòðàòåãèþ (ò.å. «äåíåæíóþ ïîìïó»). Ïîñêîëüêó âîç-
ìîæíîñòü çàéìà ïî ñòàâêå r(t) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé, âçÿòèå äåíåã
âçàéìû è âëîæåíèå èõ â äàííûé ïîðòôåëü äàåò íåîãðàíè÷åííóþ ïðèáûëü. Ïî-
ñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè èäåàëüíîì ìèðå àðáèòðàæíûõ âîçìîæíîñòåé
íåò, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

(27) .)()),()(( 02
1 22 ≤−−++ VtrSVtSDtrVSV SSSt σ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü íåâîçìîæíîñòü ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà â (27), ñëåäóåò ðàñ-
ñìîòðåòü ïîðòôåëü, â êîòîðûé âõîäèò –1 îáëèãàöèÿ è δ àêöèé; ïðè âûïîëíåíèè
ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà â (27) äàííûé ïîðòôåëü ÿâëÿåòñÿ àðáèòðàæíîé ñòðàòåãèåé.
Íî òîëüêî, åñëè ñîñòàâ ïîðòôåëÿ ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííûì â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà
âðåìåíè ∆t, à â äàííîì ñëó÷àå âûïóùåííàÿ îáëèãàöèÿ ìîæåò áûòü êîíâåðòèðîâà-
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íà â àêöèè åå âëàäåëüöåì, à íå ó÷àñòíèêîì, ñîñòàâèâøèì ðàññìàòðèâàåìûé ïîðò-
ôåëü. Ïîýòîìó îòáðîñèòü ñòðîãîå íåðàâåíñòâî è ñäåëàòü âûâîä, ÷òî öåíà îáëèãàöèè
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íåëüçÿ.

Äëÿ öåíû êîíâåðòèðóåìîé îáëèãàöèè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ.

V ≥ z S,

(28) ,)()),()(( 0
2
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2
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V(S, t) ~ z S  ïðè  S → ∞ .

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé z =0,
ò.å. îöåíêà íåêîíâåðòèðóåìîé îáëèãàöèè. (Óñëîâèå íà ïðàâîé ãðàíèöå Smax ïðè
ýòîì ñëåäóåò âçÿòü ñîâïàäàþùèì ñ óñëîâèåì íà ëåâîé ãðàíèöå Smin=0.) Â ýòîì
ñëó÷àå ïðè ëþáîì S ≥ 0 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

(29) V(S, 0) = B P(0, T).

Åñëè ÷èñëåííûé àëãîðèòì äàñò êàêîå-òî äðóãîå çíà÷åíèå V(S,0), ýòî áóäåò íåäîñ-
òàòêîì àëãîðèòìà. Âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (29) ìîæíî äîáèòüñÿ çà ñ÷åò âûáîðà
r(t) (ñì. [1]).

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, èçìåíèì îáîçíà÷åíèå è ÷åðåç t îáîçíà÷èì
âðåìÿ, îñòàþùååñÿ äî ìîìåíòà ïîãàøåíèÿ îáëèãàöèè, ò.å. tíîâ = T – tñòàð.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè z = 0 âìåñòî íåðàâåíñòâà (27) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
óðàâíåíèå, êîòîðîå (ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ îòñ÷åòà âðåìåíè) èìååò âèä

(30) .)()),()(( 02
1 22 =+−−− VtrSVtSDtrVSV SSSt σ

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ âîçüìåì Bv j =0  ïðè âñåõ j è ââåäåì îáîçíà-

÷åíèå rn = r(nτ). Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîäáîð âåëè÷èíû rn òàê, ÷òîáû ïðè âñåõ j
âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

(31) .),(
))(,( n

j
n
j vnP

nPv
τ

τ
0

101 +
=+

Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, áóäåò èìåòü ìåñòî

),,(/ TPBvT
j 0=τ

÷åãî ìû è äîáèâàåìñÿ. Êîãäà ðåøåíèå íå çàâèñèò îò S, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ
óðàâíåíèÿ (30) èìååò âèä
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),)(( n
j

n
jn

n
j

n
j vvr

vv
ϑϑ

τ
−+−=

− +
+

11
1

ãäå 0≤ ϑ ≤ 1. Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî íåçàâèñèìî îò âûáîðà ϑ  óñëîâèå (31) âûïîë-
íÿåòñÿ ïðè

.),())(,(
),( τ

ττ
τ

nPnP
nPrn

010
0
1 −+

−=

Ýòî, åñòåñòâåííî, ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå (13).
Ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ îòñ÷åòà âðåìåíè ñîîòíîøåíèÿ (28) ïðè-

íèìàþò âèä

V ≥ z S,

,)()),()(( 02
1 22 ≥+−−− VtrSVtSDtrVSV SSSt σ

( ) ;)()()),()(( 0
2
1 22 =−+−−− zSVVtrSVtSDtrVSV SSSt σ

V(S, 0) = max (zS, B). Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé x = α ln S, ïðèâîäèì ýòè ñîîò-
íîøåíèÿ ê âèäó

V ≥ z exp ( x / α),

(32) ,)())),/(()(( 0
2
1

2
1 222 ≥+−−−− VtrVtxDtrVV xxxt ασασα exp

      
( ) ;))/(()())),/(()(( 0

2
1

2
1 222 =−+−−−− αασασα xzVVtrVtxDtrVV xxxt expexp

V(x, 0) = max (z exp ( x / α), B).

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è (32) øàãàìè ïî âðåìåíè îäèí âðåìåííîé
øàã ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Íàéòè N-ìåðíûé âåêòîð v òàêîé, ÷òî

(33) Av ≥ b,   v ≥ c,     (Av – b) (v – c ) = 0,     

ãäå b è c – èçâåñòíûå N-ìåðíûå âåêòîðà, A – èçâåñòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà N × N.
Çàïèñü a ≥ b îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà a íå ìåíüøå ñîîòâåòñò-
âóþùåé êîìïîíåíòû âåêòîðà b.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (33) ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå èòåðàöèîííûå ïðîöåäó-
ðû, îïèñàíèþ êîòîðûõ óäåëåíî áîëüøîå âíèìàíèå â êíèãàõ [21, 24].

Íî ñóùåñòâóåò îäèí óïðîùàþùèé ïðèåì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò èçáåæàòü èñ-
ïîëüçîâàíèÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð. Âìåñòî çàäà÷è (33) ðåøàòü ñèñòåìó ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé Av = b, à åñëè ïðè íåêîòîðûõ j îêàæåòñÿ, ÷òî vj < cj, òî ïðè ýòèõ
j ïîëîæèòü vj = cj. Â êíèãå [21, ñ. 143] îòìå÷åíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî
óïðîùàþùåãî ïðèåìà ìîæåò áûòü ïîñòðîåí òîëüêî ÷èñëåííûé ìåòîä ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà àïïðîêñèìàöèè; äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè
íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó (33) èòåðàöèÿìè6).

                                                          
6) Ýòîò æå óïðîùàþùèé ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ ïðè îöåíêå àìåðèêàíñêèõ îïöèîíîâ ïóò.

Ñì., íàïðèìåð, [3; 12, c. 371].

http://www.pdffactory.com


212 ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË ÂØÝ ¹ 2

Â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ äëÿ îöåíêè êîíâåðòèðóåìûõ îáëèãàöèé
èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Ïðè ðàñ÷åòàõ, ðåçóëü-
òàòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû íèæå, íàìè èñïîëüçîâàíû ïðîòèâîïîòî÷íàÿ ðàçíîñòíàÿ
ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè (ñõåìà 1 èç ðàçäåëà 3) è óêàçàííûé ïðèåì.

Íà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëåíû ðàññ÷èòàííûå öåíû êîíâåðòèðóåìûõ áåñêóïîííûõ
îáëèãàöèé. Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ïðèíÿòû çíà÷åíèÿ B =10, P(0,t) = exp (– r t), r =0,1,
D = 0,06, σ = 0,2, T=2. Äèâèäåíäíàÿ äîõîäíîñòü D ñ÷èòàåòñÿ íå çàâèñÿùåé íè îò
S, íè îò t. Ðàñ÷åòû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïàðàìåòðîì z – êîëè÷åñòâîì àêöèé,
êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü â îáìåí íà 1 îáëèãàöèþ. Â ïåðâîì ðàñ÷åòå z =1, âî âòî-
ðîì ðàñ÷åòå z =1,5 , â òðåòüåì ðàñ÷åòå z =2. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû ñ äîñòàòî÷íî
ìåëêèìè øàãàìè h = 0,001, τ = 0,001; â çàäà÷å (32) âçÿòî çíà÷åíèå α = 1.

Ðèñ. 9. Öåíà êîíâåðòèðóåìîé áåñêóïîííîé îáëèãàöèè ïðè B=10, P(0,t) = exp (– r t), r =0,1, D = 0,06, σ =
0,2, T = 2. Ðàññ÷èòàíà ïî ïðîòèâîïîòî÷íîé ðàçíîñòíîé ñõåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ
çàäà÷è (32) ñ α = 1; h = 0,001, τ = 0,001 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Ïðÿìàÿ V=z S (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). Äëÿ
ïåðâîãî ãðàôèêà z =1, äëÿ âòîðîãî ãðàôèêà z =1,5, äëÿ òðåòüåãî ãðàôèêà z =2.

Âî âñåõ 3-õ ðàñ÷åòàõ ïðè S áîëüøåì íåêîòîðîãî Sf öåíà êîíâåðòèðóåìîé
îáëèãàöèè ñîâïàäàåò ñ z S. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè S > Sf ñëåäóåò îáìåíÿòü îáëè-
ãàöèþ íà àêöèè. Íàïðèìåð, ïðè z =1 â ðàñ÷åòå ïîëó÷åíî çíà÷åíèå Sf =8,40.

6. Óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
äëÿ öåíû ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà

ïðè ó÷åòå ñòîõàñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ ïîêàçàòåëÿ θ

Êàê è â ðàçäåëå 2, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíà àêöèè S è öåíà ôèíàíñîâîãî èí-
ñòðóìåíòà V èçìåíÿþòñÿ ïî çàêîíàì (1) è (2), ñîîòâåòñòâåííî, à âîò õàðàêòåð èç-
ìåíåíèÿ ïîêàçàòåëÿ θ ïðèìåì èíûì. Âìåñòî (3) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

),( tott ∆+∆+∆=∆ 1εψϕθ

ãäå ε1 – ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà N(0, 1); ψ ÿâëÿåòñÿ èçâåñò-
íîé (íåñëó÷àéíîé) ôóíêöèåé îò S è t.

Äàëüíåéøèé àíàëèç èäåò ïî òîìó æå ïóòè, ÷òî è â ðàçäåëå 2, íî óðàâíåíèÿ
(4), (5), (6), (9) çàìåíÿþòñÿ íà íåìíîãî áîëåå ñëîæíûå óðàâíåíèÿ.
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Âìåñòî óðàâíåíèÿ (4) èìååì

=−∆+∆+∆+=∆ ),,(),,( tSVttSSVV θθθ

).( toVSVSVtVVSV SSStS ∆+∆+∆∆+∆+∆+∆+∆= 22
2
1

2
1 θθθ θθθθ

Âìåñòî óðàâíåíèÿ (5) èìååì

)()(' toVEtV ∆+∆=∆µ +∆+∆+∆= tVEVSEV tS )()( θθ

).()()()( toEVSEVSEV SSS ∆+∆+∆∆+∆+ 22
2
1

2
1 θθ θθθ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ êîððåëÿöèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ε è ε1. Áóäåì òàêæå èñïîëü-
çîâàòü îáîçíà÷åíèå

.)( 222
2
1

2
1 ψψρσσ θθθ USUSUUA SSS ++=

Òîãäà

),())((' totVAVVSVtV tS ∆+∆+++=∆ ϕµµ θ

è, óñòðåìëÿÿ ∆t ê íóëþ, ïîëó÷àåì

).(' VAVVSVV tS +++= ϕµµ θ

Ïîýòîìó

=∆+∆−∆=∆ )(''' totVVtV µεσ +∆−∆+∆−∆ ))(())(( θθθ EVSESVS

).())(())(())(( toEVSESVSESV SSS ∆+∆−∆+∆∆−∆∆+∆−∆+ 2222
2
1

2
1 θθθθ θθθ

Â äîïîëíåíèå ê ñîîòíîøåíèÿì (7) è (8) çàìåòèì, ÷òî

),()( totE ∆+∆=∆−∆ 1εψθθ  ),()( tOSES ∆=∆∆−∆∆ θθ  ).()( tOE ∆=∆−∆ 22 θθ

Òîãäà, óñòðåìëÿÿ ∆t ê íóëþ, ïîëó÷àåì

.''
1ψεεσεσ θVSVV S +=

Âìåñòî óðàâíåíèÿ (9) èìååì

(34) ).()())(( totVSVtVAVVSVV StS ∆+∆++∆+++=∆ 1ψεεσϕµ θθ

Äàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì äâóìåðíîé ôîðìóëû Èòî.
Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t ñîñòàâèì ïîðòôåëü, â êîòîðûé âõîäÿò îäèí

ðàññìàòðèâàåìûé ôèíàíñîâûé èíñòðóìåíò, öåíà êîòîðîãî ðàâíà V(S, θ, t), (–δ1)
åäèíèö íåêîòîðîãî äðóãîãî ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà, öåíà êîòîðîãî ðàâíà W(S, θ, t),
è (–δ) àêöèé. ×èñëà δ1 è δ ïîêà ÿâëÿþòñÿ íåîïðåäåëåííûìè. Ñòîèìîñòü ýòîãî
ïîðòôåëÿ

(35) Π = V – δ1W – δS.                                        
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Åñëè â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆t âåëè÷èíû (–δ1) è (–δ) îñòàþòñÿ íå-
èçìåííûìè, òî çà ýòîò ïðîìåæóòîê âðåìåíè ñòîèìîñòü äàííîãî ïîðòôåëÿ èçìå-
íèòñÿ íà âåëè÷èíó

.),,(),,(),,( ttSKtStSDttSLSWV ∆+∆−∆−∆−∆−∆=Π∆ θθδθδδδ 11

Çäåñü L(S, θ, t) ∆t – âûïëàòû â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆t, ñâÿçàííûå
ñ ôèíàíñîâûì èíñòðóìåíòîì ñ öåíîé W(S, θ, t).

Âûáåðåì

(36) ,
θ

θδ W
V

=1   SS WW
V

V
θ

θδ −=

è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (1) äëÿ ∆S è ôîðìóëîé (34) – äëÿ ∆V è ∆W.
Ïðîâåäÿ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì

).()))(()(( totWSDLWAWVSDKVAV StSt ∆+∆−++−−++=Π∆ 1δ

Íåâîçìîæíîñòü àðáèòðàæà ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

,)( ttr ∆Π=Π∆

è, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (35), ïîëó÷àåì

(37)   .))()(()()( 01 =+−−++−+−−++ LrWWSDrWAWKrVVSDrVAV StSt δ

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî öåíà ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà W = W(θ, t). Òîãäà èç
(34) ñëåäóåò, ÷òî

(38) ).( totW
W

tW

WWW

W
W t

∆+∆+∆
++

=
∆ 1

2
2
1

ψεψϕ
θθθθ

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî L = 0. (Åñëè â êà÷åñòâå θ âçÿòà êðàòêîñðî÷íàÿ
ñòàâêà r, òî â êà÷åñòâå ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà ñ öåíîé W(θ, t) ìîæåò áûòü âçÿ-
òà áåñêóïîííàÿ íåêîíâåðòèðóåìàÿ îáëèãàöèÿ.) Èç (38) ñëåäóåò, ÷òî ðûíî÷íàÿ öåíà
ðèñêà äëÿ ïîêàçàòåëÿ θ ðàâíà

ψ

ψϕ
θλ

θ

θθθ

W

WtrWWW
t

t )(
),(

−++
=

2
2
1

(îïðåäåëåíèå ðûíî÷íîé öåíû ðèñêà ñì., íàïðèìåð, â [31]).
Èç óðàâíåíèÿ (37), èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (36) äëÿ δ1, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëü-

íîå óðàâíåíèå äëÿ öåíû ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà

.)()()( 0=+−−+−++ KrVVVSDrVAV St θλψϕ

Â ðàáîòå [5] ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïðîâåäåíî èññëåäîâà-
íèå, íàñêîëüêî ó÷åò ñòîõàñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê
âëèÿåò íà ðàññ÷èòûâàåìóþ áåçàðáèòðàæíóþ öåíó êîíâåðòèðóåìîé îáëèãàöèè.
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