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Ê òåîðèè îïòèìàëüíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà

Ëîáàíîâ Ñ.Ã.

Ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ óñëîâèé äëèòåëüíîãî ýêîíîìè÷å-
ñêîãî ðîñòà ñîäåðæàò ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ íà íåîãðàíè÷åííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå
óêàçàíû íåêîòîðûå ÷àñòî äîïóñêàåìûå ïðè ýòîì ïðèíöèïèàëüíûå
îøèáêè. Äëÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè Êîááà-Äóãëàñà ïðèâîäèòñÿ
ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà â çàìêíó-
òîé îäíîñåêòîðíîé ýêîíîìèêå.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ýêîíîìè÷åñêîì ðîñòå äàâíî óæå âõîäèò
â ó÷åáíèêè. Íàïðèìåð, îäíà èç ÷àñòåé ìîíîãðàôèè [1] öåëèêîì ïîñâÿùåíà îïèñà-
íèþ äèíàìèêè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà è çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ýòîé äèíàìèêîé. Âìå-
ñòå ñ òåì, íàäî çàìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ
ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â [1] è íåêîòîðûõ äðóãèõ ðàáîòàõ ([2], [3])
ïðîâîäèòñÿ íå ïîñëåäîâàòåëüíî - íå ó÷èòûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå.
Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå òàì âûâîäû ñïðàâåäëèâû íå äëÿ âñåé îïòèìàëüíîé òðàåêòî-
ðèè äâèæåíèÿ, à ëèøü äëÿ òåõ ó÷àñòêîâ, ãäå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íå ïðèíè-
ìàåò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
äåéñòâèòåëüíî ÷àñòè÷íî ïðîõîäèò ïî ãðàíèöå îáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé, à çà-
òåì, íå òåðÿÿ íåïðåðûâíîñòè ïî âðåìåíè, ñ èçëîìîì óõîäèò âíóòðü îáëàñòè äî-
ïóñòèìûõ çíà÷åíèé óïðàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ
çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè è äëÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, è äëÿ îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Êðîìå òîãî, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ðåøèòü çàäà÷ó ñèíòå-
çà óïðàâëåíèÿ, ò.å. íàéòè ÿâíîå âûðàæåíèå çàâèñèìîñòè îïòèìàëüíîãî óï-
ðàâëåíèÿ îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (ôàçîâîé êîîðäèíàòû). Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò
ñôîðìóëèðîâàòü óíèâåðñàëüíîå “çîëîòîå ïðàâèëî” âûáîðà îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ
ïîòðåáëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò òåêóùåãî óðîâíÿ ôîíäîâîîðóæåííîñòè, ñïðàâåäëè-
âîå äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè è âñåõ íå ñëèøêîì áîëüøèõ íà÷àëüíûõ óðîâíåé
ôîíäîâîîðóæåííîñòè. Ýòî ïðàâèëî ñïðàâåäëèâî â íåèçìåííîì âèäå è äëÿ ðåæèìà
ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà, è äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ îïòèìàëüíûõ ðåæèìîâ, îáåñïå-
÷èâàÿ óñòîé÷èâîå ñòðåìëåíèå ê ñîñòîÿíèþ ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà.

Äàííàÿ ðàáîòà ñòàëà âîçìîæíîé áëàãîäàðÿ Ý.Á. Åðøîâó, êîòîðûé ïðèâëåê
âíèìàíèå àâòîðà ê òåîðèè îïòèìàëüíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà.

                                          
  Ëîáàíîâ Ñ.Ã. - äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû ìàòåìàòèêè è
ýêîíîìåòðèêè ÃÓ ÂØÝ.
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1.  Íåîêëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü îïòèìàëüíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà
 
 Íàïîìíèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Äåòàëüíûå ñâåäåíèÿ ìîæíî íàéòè â êíèãå [1]

(÷àñòü 5). Îñíîâíûå êëàññè÷åñêèå ðàáîòû ïî òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ñîáðàíû
â òðåõòîìíèêå [4]. Ìíîãî äîïîëíèòåëüíûõ ñâåäåíèé íà ýòó òåìó, â òîì ÷èñëå èñ-
òîðè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ñîäåðæèòñÿ â êíèãàõ [6] è [7].

 Ðàññìîòðèì ìîäåëü çàìêíóòîé îäíîñåêòîðíîé ýêîíîìèêè.
 Ïóñòü )(),(),(),(),( tItCtYtLtK  îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíó êàïèòàëà,

êîëè÷åñòâî ðàáîòíèêîâ, ïëîòíîñòü âûïóñêà ïðîäóêöèè, ïëîòíîñòü ïîòðåáëåíèÿ,
ïëîòíîñòü èíâåñòèðîâàíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïóñê ïðîäóê-

öèè çà âðåìÿ ],[ 21 tt  ñîñòàâèò ∫
2

1

)(
t

t

dttY . Ïðè ýòîì ÷àñòü âûïóñêà ïîòðåáëÿåòñÿ, îñ-

òàëüíîå èíâåñòèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì )()()( tItCtY += . Çäåñü )(tC
- óïðàâëÿåìàÿ âåëè÷èíà.

 Êðîìå òîãî, ïóñòü µ  - êîýôôèöèåíò àìîðòèçàöèè êàïèòàëà, ò.å. äîëÿ êàïè-
òàëà, òðåáóþùàÿ çàìåíû.

 Èçìåíåíèå êàïèòàëà çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè ],[ ttt ∆+  ñ ó÷åòîì èíâåñòèöèé
è àìîðòèçàöèè ñîñòàâèò

 

 ∫∫
∆+∆+

−=−∆+
tt

t

tt

t

dKdItKttK ττµττ )()()()( .

 

 Ïðåäïîëàãàÿ âñå ôóíêöèè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà íåïðåðûâíûìè, íàéäåì ïðîèç-
âîäíóþ ïî t∆  îáåèõ ÷àñòåé ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðè 0=∆t
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 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
 ))(()( tkfty =  - ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà çàâèñèò òîëüêî îò ôîíäîâîîðó-

æåííîñòè òðóäà;

 0, >= ννLL&  - ÷èñëî ðàáîòíèêîâ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì òåìïîì ðîñòà
.ν

 Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ ïðåäïîñûëîê ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

 ,)()(
22 ckkf

L
LKLKCY

L
LKLK

L
K

dt
dk −−=

−−−
=

−
=






= λνµ&&

&

http://www.pdffactory.com


30 ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË ÂØÝ ¹ 1

 ãäå .νµλ +=  Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ â [1] îñíîâíûì äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì íåîêëàññè÷åñêîé ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà. Äëÿ êðàòêîñòè
äàëåå ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ïðîñòî óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ.

 Îáû÷íî â ìîäåëÿõ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ
αkkf =)( , ãäå 10 << α  (ôóíêöèÿ Êîááà-Äóãëàñà). Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû

âñþäó äàëåå âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ:
 

 (1) 0)0( =f ,
 

 (2) 0)( >′ kf ,    0)( <′′ kf  äëÿ âñåõ 0>k ,
 

 (3) +∞=
+→

)(lim
0

kf
k

, 0)(lim =′
+∞→

kf
k

.

 

 Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì )0(k
è ôóíêöèåé )(tc .

 Áóäåì ñ÷èòàòü âåëè÷èíó )(tc  óïðàâëÿåìîé âåëè÷èíîé - êóñî÷íî-íåïðåðûâ-

íîé ôóíêöèåé, ïðèíèìàþùåé íà ïðîìåæóòêå ),0[ ∞  çíà÷åíèÿ â ïðåäåëàõ

))(()(0 tkftc ≤≤ . Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k  ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ îòðèöàòåëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíû. Ýòî îçíà÷àåò
òàêæå, ÷òî ðåøåíèÿ îïðåäåëåíû ïðè âñåõ 0≥t .

 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ),0[),0[: ∞→∞U , äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìàÿ âî âñåõ íåíóëåâûõ òî÷êàõ, ïðè÷åì

 

 (4) 0)(,0)( <′′>′ cUcU  äëÿ âñåõ 0>c ,
 

 (5) +∞=′
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 Ïðè âñåõ 0≥t  ÷èñëî ))(( tcU  èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîëåçíîñòü ïîòðåáëåíèÿ

íà îäíîãî ðàáî÷åãî â ìîìåíò t . Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî äîëÿ ðàáîòíèêîâ ñðåäè ïîòðåáè-
òåëåé l  íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî íà îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ áóäåò ïðèõîäèòüñÿ â
ìîìåíò t  ïëîòíîñòü ïîòðåáëåíèÿ )(tlc . Òàê ÷òî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ))(( tcU
êàê ïîëåçíîñòü ïîòðåáëåíèÿ îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ äëÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè

)/()(~ lcUcU = , òàêæå îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè (4)-(5). Õàðàêòåðèñòèêîé ïîëåçíîñòè

âñåé òðàåêòîðèè ïîòðåáëåíèÿ )(tc , ),0[ ∞∈t  áóäåì ñ÷èòàòü ÷èñëî
 

 (6) ∫
∞

−

0

))(( dttcUe tδ ,

 

 ãäå δ  - çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå íîðìîé äèñêîíòèðîâàíèÿ.

Ìíîæèòåëü te δ−  çàäàåò ïðåäïî÷òåíèå ïîòðåáëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ
âðåìåíè.

 Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î íåîêëàññè÷åñêîì îïòèìàëüíîì ðîñòå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé çàäà÷ó î âûáîðå êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé òðàåêòîðèè ïîòðåáëåíèÿ íà îäíîãî
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ðàáî÷åãî, äîñòàâëÿþùåé ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëó (6) ñ ó÷åòîì îãðàíè÷å-
íèé:

 

 (7) 0)0(,)( kkckkfk =−−= λ& ,
 

 (8) )())(()(0 tytkftc =≤≤ ,
 

 ãäå δλ ,,0k  - çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, Uf , - çàäàííûå ôóíêöèè, îáëà-
äàþùèå ñâîéñòâàìè (1)-(5).
 

2.  Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè (ïðèíöèï ìàêñèìóìà
äëÿ çàäà÷è ñî ñâîáîäíûì êîíöîì íà ïîëóïðÿìîé)

 
 Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

Ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû áóäóò èñïîëüçîâàíû â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ýêîíîìè÷åñêîì ðîñòå.

 Äëÿ óäîáñòâà ññûëîê íà êíèãó Àëåêñååâà Â.Ì., Òèõîìèðîâà Â.Ì., Ôîìè-
íà Ñ.Â. [5] âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíÿòûìè òàì îáîçíà÷åíèÿìè è òåðìèíîëîãèåé.

Ïóñòü U  - ôèêñèðîâàííîå ïîäìíîæåñòâî , ôóíêöèè →×∞×∞ U),0[),0[:f 

è →×∞×∞ U),0[),0[:ϕ  íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå xf ′  è xϕ ′  ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ 0>x  è íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïå-
ðåìåííûõ.

 Ïàðó ))(),(( ⋅⋅ ux  áóäåì íàçûâàòü óïðàâëÿåìûì ïðîöåññîì äëÿ çàäà÷è

 (9) inf))(),(,(
0

→∫
∞

dttutxtf ,

 (10) 0)0()),(),(,( xxtutxtx == ϕ& ,
 

 (11) ∈u U ,
 

 åñëè óïðàâëåíèå U→∞⋅ ),0[:)(u  - êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ôàçîâàÿ òðàåê-

òîðèÿ ),0(),0[:)( ∞→∞⋅x  - êóñî÷íî-íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è

ïðè ýòîì âñþäó, êðîìå òî÷åê ðàçðûâà óïðàâëåíèÿ )(⋅u  óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (10).

 Óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ ))(ˆ),(ˆ( ⋅⋅ ux íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè íàéäåòñÿ òà-

êîå 0>ε , ÷òî äëÿ âñÿêîãî óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà ))(),(( ⋅⋅ ux  òàêîãî, ÷òî

ε<− )(ˆ)( txtx  ïðè âñåõ 0≥t , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:
 

 ∫∫
∞∞

≥
00

))(ˆ),(ˆ,())(),(,( dttutxtfdttutxtf .
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 Òåîðåìà 1. Ïóñòü ))(ˆ),(ˆ( ⋅⋅ ux  - îïòèìàëüíûé óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ çàäà÷è
(9)-(11),

 ))(ˆ),(ˆ,()(ˆ tutxtftf = ,

 ))(ˆ),(ˆ,()(ˆ tutxtt ϕϕ = ,

 ))(ˆ),(ˆ,()(ˆ tutxtftf xx ′= ,

 ))(ˆ),(ˆ,()(ˆ tutxtt xx ϕϕ ′=′ ,
 ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

 (12) ∫
∞ ′

′=
∫

0

)(ˆ

0 )(0 dttfep x

d
t

x ττϕ

.

 Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ )(ˆ ⋅p  óðàâíåíèÿ
 

 (13) )(ˆ)(ˆ)()( tfttptp xx ′−′=− ϕ& ,
 

 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
 

 (14) 0)0( pp = ,
 

 â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè óïðàâëåíèÿ )(ˆ ⋅u  âûïîëíåí ïðèíöèï ìàêñèìóìà
 

 (15) )(ˆ)(ˆ)(ˆ)]),(ˆ,()),(ˆ,()(ˆ[max tfttputxtfutxttp
u

−=−
∈

ϕϕ
U

.

 

 Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû áåç ñóùåñòâåííûõ èçìå-
íåíèé ïîëó÷àåòñÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñî ñâîáîäíûì êîíöîì
äëÿ êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè, îïóáëèêîâàííîãî â [5] (ðàçäåë 1.5.4). Íàøå
íà÷àëüíîå óñëîâèå (12), ââåäåííîå âìåñòî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ïðàâîì êîíöå
îòðåçêà âðåìåíè 0)( 1 =tp  èç [5], ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ òåõ æå öåëåé - îáà óñëîâèÿ
ãàðàíòèðóþò îáðàùåíèå â íóëü ïðè ñòðåìëåíèè t  ê ïðàâîé ãðàíèöå ðàññìàòðè-
âàåìîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè íåêîòîðîãî ñëàãàåìîãî èç ïðèâåäåííîãî â [5] äîêàçà-
òåëüñòâà. 

 Òîò ôàêò, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå 0)0( pp =  ðàâíîñèëüíî ãðàíè÷íîìó óñëî-
âèþ:

 

 (16) 0)(lim 0

)(ˆ

=
∫ ′

+∞→

t

x d

t
etp

ττϕ

,

 
 íàéäåò ïðèìåíåíèå â îäíîì èç ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ ñòàòüè.
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3.  Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà

 
 Îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå ))(()(0 tkftc ≤≤ èç çàäà÷è (6)-(8) íå ïîçâîëÿåò

íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèòü ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ïîñêîëüêó îíî íå ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ â âèäå U∈)(tc , ãäå U  - ôèêñèðîâàííîå ïîäìíîæåñòâî . Çäåñü òî÷êà )(tc  ïðè-

íàäëåæèò îòðåçêó ))]((,0[ tkf  ñ ïîäâèæíûì ïðàâûì êîíöîì.

 Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî )(tc  ìîæíî åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâèòü â

âèäå ))(())(1()( tkftutc −= , ãäå )(tu  - ÷èñëî èç îòðåçêà ]1,0[ , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êî-

ýôôèöèåíòîì ñáåðåæåíèÿ, òàê êàê f  åñòü ïëîòíîñòü ïîòîêà âûïóñêà â ðàñ÷åòå

íà îäíîãî ðàáîòíèêà, åãî ÷àñòü fu)1( −  ïîòðåáëÿåòñÿ, îñòàëüíîå åñòü

kkufcf λ+==− & .
 Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå èçìåíåíèÿ çíàêà êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ïîëó÷àåòñÿ

ïðèñïîñîáëåííàÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà çàäà÷à:
 

 (17) ∫
∞

− →−−
0

inf)))(())(1(( dttkftuUe tδ ,

 

 (18) 0)0(,)()( kkkkftuk =−= λ& ,
 

 (19) U∈)(tu ,
 

 ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîé çàäà÷å (6)-(8).
 Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ìû ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü àðãóìåíò t  ôóíêöèé

)(⋅x , )(⋅u , )(⋅p , )(ˆ ⋅x , )(ˆ ⋅u , )(ˆ ⋅p .
 Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 1 ê çàäà÷å (17)-(19) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ:
 

 ∫
∞

−
−′

′−−′=
∫

0

))ˆ(ˆ(

0 )ˆ()ˆ1))(ˆ()ˆ1((0 dtkfukfuUeep t
dkfu

t

δ
τλ

,

 

 ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:
 

 (20) )ˆ()ˆ1))(ˆ()ˆ1(())ˆ(ˆ( kfukfuUekfupp t ′−−′−′−= −δλ& ,
 

 è óñëîâèþ ìàêñèìóìà ïî ]1,0[∈u  âûðàæåíèÿ
 

 ))ˆ()ˆ1(()ˆ)ˆ(( kfuUekkufp t −+− −δλ .
 

 Ïðîèçâîäíàÿ ïî u ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ åñòü
 

 (21) )ˆ())ˆ()ˆ1(())ˆ( kfkfuUekpf t −′− −δ .

 Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ôóíêöèÿ U ′  - óáûâàþùàÿ, çàìåòèì, ÷òî (21) îòðèöàòåëüíî
ïðè âñåõ )1,0[∈u  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îòðèöàòåëüíî ïðè 0=u .
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 Òåì ñàìûì íàéäåíî óñëîâèå ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ (21) ïî u  íà âñåì îòðåç-
êå ]1,0[ . Âûâîä: 0=u  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

 

 (22) ))(( 00 kfUp ′≤ .
 

 Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäóò óêàçàíû óñëîâèÿ íà U  è f , ïðè âûïîëíåíèè
êîòîðûõ íåðàâåíñòâî (22) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íà÷àëüíûõ
çíà÷åíèé 0k . Ñ ó÷åòîì àâòîíîìíîñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (18) ïîñëåäíåå, íà ñà-

ìîì äåëå, îçíà÷àåò, ÷òî 0)( =tu  íà íåêîòîðîì ïðèìûêàþùåì ê íóëþ ïðîìåæóòêå
âðåìåíè.

 
4.  Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ
îïòèìàëüíîãî êîýôôèöèåíòà ñáåðåæåíèé

 

 Ïóñòü αkkf =)( , 10 << α ,  αβ −= 1 ,  βαγ = , λασ )1( −= .

 Ââåäåì íîâóþ ôàçîâóþ ïåðåìåííóþ βkx = . Òîãäà èíòåãðàëüíûé ôóíêöèî-
íàë è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèìóò âèä:

 

 ∫
∞

− −−
0

))1(( dtxuUe t γδ ,

 

 (23) 00)0(, xkxxux ==−= βσβ& .
 

 Óðàâíåíèå (20) ïðåîáðàçóåòñÿ â óðàâíåíèå
 

 (24) 1ˆ)ˆ1)(ˆ)ˆ1(( −− −−′−= γγδ γσ xuxuUepp t& .
 

 Ìàêñèìóì ïî u òåïåðü íàäî èñêàòü ó ôóíêöèè
 

 )ˆ)ˆ1(()( γδσβ xuUexup t −+− − .
 

 Íåðàâåíñòâó (22) ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíñòâî
 

 (25) γγ

β 000 ˆ)ˆ(1 xxUp ′≤ .

 

 Óñëîâèÿ ñëåäóþùåé òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
U  òèïà Êîááà-Äóãëàñà.
 Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ U  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4)-(5), à òàêæå ñóùåñò-
âóþò òàêèå ÷èñëà 0>M  è 10 << ρ , ÷òî
 

 (26) ρMccUc <′ )(  ïðè âñåõ 0>c ,
 

 è òàêèå ÷èñëà A , 0>B  è 10 << ω , ÷òî

 (27) )(cUcAc ′≤
−

γ
ωρ

 ïðè âñåõ Bc > ,
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 òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî крит
0x , ÷òî äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé крит

00 xx >  ñðà-
çó ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè íåíóëåâîé äëèíû
óïðàâëåíèå )(tu  ðàâíî íóëþ.

 Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì îöåíêó ñâåðõó äëÿ
 

 ∫
∞

−−− −−′=
0

1
0 ˆ)ˆ1)(ˆ)ˆ1(( dtxuxuUeep tt γγδσ γ .

 

 Èç óñëîâèÿ (26) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ 0≥t
 

 Ω− <−−′ xMxuxuU ˆˆ)ˆ1)(ˆ)ˆ1(( 1γγ ,
 

 ãäå 1−=Ω γρ . Ïîýòîìó
 

 ∫
∞

Ω−−<
0

0 ˆ dtxeeMp tt δσγ .

 

 Ñðàâíèâàÿ ðåøåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ (23) è óðàâíåíèé xx σ−=&  è xx σβ −=& ñ ìåíüøåé è áîëüøåé ïðàâîé ÷àñòüþ,
ïðèõîäèì ê îöåíêå:
 

 
λλ

σσ 11)(ˆ 00 +





 −≤≤ −− tt extxex .

 

 Îòñþäà ïðè 0≥Ω  è 
λ
1

0 ≥x
 

 ΩΩ
∞

−−Ω <
+

=< ∫ 00
0

00 xMxMdteeMxp tt

δ
γ

σδ
γγ δσ .

 

 Ïðè 0<Ω
 

 ΩΩ
∞

Ω−−−Ω <
Ω++

=< ∫ 00
0

00 xMxMdteeeMxp ttt

δ
γ

σσδ
γγ σδσ .

 

 Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèå (27) ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè β
1

0 Bx >  ïðà-

âàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (25) áîëüøå ωγ
ωργ

ββ
−+Ω








−






=





 1

00 xAxA . Ïîëó÷àåòñÿ,

÷òî â êà÷åñòâå крит
0x  ìîæíî âçÿòü ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë 

λ
1

, β
1

B  è

)1(
1

ω

δ
α −









A
M

.
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 Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íåòðóäíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé ôóíêöèé
αkGkf =)( , ãäå G  - íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ââåñòè

íîâóþ åäèíèöó íà îñè âðåìåíè, ïîëàãàÿ tGt =нов . Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

kkGtuk λα −= )(&  ïðåîáðàçóåòñÿ â óðàâíåíèå kktuk новλα −= )(& , ãäå G
λλ =нов , à

èíòåãðàë ∫
∞

−

0

))(( dttcUe tδ  ïðåîáðàçóåòñÿ â èíòåãðàë ∫
∞

−

0

))((1 dttcUe
G

tновδ , ãäå

G
δδ =нов . Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî âî âñåõ âûâîäàõ, ïîëó÷åííûõ â ýòîì è ñëå-

äóþùåì ðàçäåëàõ ñòàòüè, çàìåíèòü ïàðàìåòðû λ ,δ  è âðåìÿ t ñîîòâåòñòâåííî íà

G
λ , G

δ  è tG .

 
5.  Ïðèìåð

Ïóñòü α−= 1)( ccU , 10 << α , αkkf =)( , αβ −= 1 , β
αγ = , λασ )1( −= .

Çäåñü âàæíî, ÷òî ôóíêöèè U  è f  èìåþò â ñóììå ðàâíûå åäèíèöå ïîêàçà-
òåëè ñòåïåíè. Èìåííî â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ îï-
òèìàëüíîãî ïðîöåññà.

Òîãäà ïîñëå çàìåíû ôàçîâîé ïåðåìåííîé βkx = , êàê è ðàíåå, ïîëó÷èòñÿ
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

00)0(, xkxxux ==−= βσβ& ,

à èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë è óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè p  ïðèìóò âèä:

∫
∞

− −−
0

)1( dtxue t αβδ ,

(28) ββδ ασ −− −−= xuepp t ˆ)ˆ1(& .

Òî÷êàì ìàêñèìóìà ïî u  âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îòðåçêà ]1,0[  ñîîòâåòñòâóåò
ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíîé

αβδσβ xuexup t ˆ)1()ˆ( −+− − ,

ò.å.

(29) 0ˆ)1( =−− −− ααδββ xuep t .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D  ÷èñëî )( σδ
α

+ . Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà ))(ˆ),(ˆ( ⋅⋅ ux  íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäè-
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íàòàìè ux ,  îáðàçóåò ÷àñòü íåïðåðûâíîé ëîìàíîé, ñîñòàâëåííîé èç îòðåçêà ñ

âåðøèíàìè â òî÷êàõ )1,0( , )0,(D  è ïîëóïðÿ-
ìîé íà îñè x , îáðàçîâàííîé òî÷êàìè ñ êîîð-
äèíàòàìè Dx ≥ .
Òåîðåìà 3. Êîìïîíåíòû îïòèìàëüíîãî ïðî-
öåññà x̂  è û  ïðè âñåõ 00 >x  è 0≥t  ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì:

(30)






>
≤<−=

Dx
DxD

x
u

ˆ   ,     0
ˆ0   ,   

ˆ1ˆ
при
при

.

Ôóíêöèÿ )(ˆ ⋅x  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

(31)






>−

≤<
+

−
=

Dxx

Dxxx
   ,      

0   , 

при

при

σ
γ

λδβ
&

ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì 0x .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷èñëî )( λδ
α

+  ÷åðåç ∗x . Òîãäà Dx <∗ , ò.ê.

0<
+

−
=−∗

λδ
αλDDx . Ïîñêîëüêó ïðè ∗= xx  ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (31) îáðàùàåòñÿ

â íóëü, òî÷êà ∗x  - ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (òî÷êà ïîêîÿ) ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (31) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì èç ïðîìåæóòêîâ ∗<< xx00  èëè

Dxx ≤<∗
0  ïðè âñåõ 0≥t  íå ïîêèäàþò óêàçàííûõ ïðîìåæóòêîâ.

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî òàê ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ )(ˆ ⋅x  è ñâÿçàííàÿ ñ íåé ôîð-

ìóëîé (30) ôóíêöèÿ )(ˆ ⋅u  óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè.
Óêàæåì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ (28):

(32) teDtp δα −=)(ˆ .

Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïîñòðîåíèþ x̂  è û  ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî βββ −− =− Dxu ˆ)ˆ1( .
Ïîýòîìó óðàâíåíèå (28) â äàííîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ:

teDpp δβασ −−−=& .

Òî, ÷òî ôóíêöèÿ (32) óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ, ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñò-
âåííî.

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå (16) â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíåíî, ò.ê. çäåñü

t
d

ee

t

x
σ

ττϕ
−

′

=
∫
0

)(ˆ

.

Ðèñ. 1.
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Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ âíóòðåííåãî ìàêñèìóìà (29) òàêæå ñâîäèòñÿ
ê íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿâíûõ âûðàæåíèé (32) è (30) äëÿ
ôóíêöèè )(ˆ tp  è ñâÿçè x̂ , û .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Dx >0 .
Äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî

óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (25),
êîòîðîå òåïåðü ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

α
00 xp ≤ .

Ïîñêîëüêó ïðè Dx =0 , êàê ïðîâåðåíî âûøå, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
αα
00 xDp == , òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñòðîãîå óáûâàíèå 0p  êàê ôóíêöèè ïåðå-

ìåííîé 0x  ïðè Dx >0 .

Ïóñòü T  - òîò ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî texD σ−= 0 .
Òîãäà

∫∫∫
∞

−−−−−−−
∞

−−− +=−=
T

tt
T

ttttt dtDeedtexeedtxueep βδσβσδσββδσ ααα
0

0
0

0 )(ˆ)ˆ1( .

Ïîñêîëüêó èçíà÷àëüíî 0p  íå çàâèñèò îò T , òî

0))((0
0

1
0

2

0

0

0

0

0

0 <−+=
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= ∫ −−−−−
T

ttt dtexee
x
p

x
T

T
p

dx
dp βσδσ βα ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 
Â òåîðåìå 3 ïîëó÷åíî îïèñàíèå îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà äëÿ çàäà÷è ñ ïðåîá-

ðàçîâàííîé ôàçîâîé ïåðåìåííîé. Äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è ñâÿçü )(ˆ ⋅x  è )(ˆ ⋅u  îïèñûâà-
åòñÿ ñîîòíîøåíèåì









>

≤<−
=

β

ββ

1

1

ˆ0

ˆ0ˆ11
ˆ

Dk

Dkk
Du

   ,     

   , 

при

при
.

Соответствующее множество значений оптимального процесса ))(ˆ),(ˆ( ⋅⋅ uk на координатной
плоскости с координатами uk , изображено на рис. 2.
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Èíòåðåñíî, ÷òî äëÿ îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà ))(ˆ),(ˆ( ⋅⋅ ck ñâÿçü )(ˆ ⋅k  è )(ˆ ⋅c  íà

ïðîìåæóòêå β
1ˆ0 Dk ≤<  îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

λδα ,, (ñì. ðèñ. 3).

(33)




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

>

≤<
=

β

β

1
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ˆ   , 0

ˆ0   , ˆ1
ˆ

Dk
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Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî “çîëîòîå ïðàâèëî ïîòðåáëåíèÿ”:

åñëè íà÷àëüíàÿ ôîíäîâîîðóæåííîñòü 0k  íå ïðåâîñõîäèò β
1

D , òî â ëþáîé ìî-
ìåíò âðåìåíè ïîòðåáëåíèå íà îäíîãî ðàáî÷åãî äîëæíî áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî

ôîíäîâîîðóæåííîñòè ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì 
α

λαδ )1( −+
.

Ýòî ïðàâèëî óíèâåðñàëüíî, îíî ïðèìåíèìî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé β
1

0 Dk ≤ , â

òîì ÷èñëå äëÿ îñîáîãî çíà÷åíèÿ ∗k , î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ íèæå.

Óñëîâèå β
1

0 Dk ≤  ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îãðàíè÷åíèå íà ôîíäîåì-
êîñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò (çàìå÷åíî Ý.Á. Åðøîâûì). Äåéñòâèòåëüíî, â ýêâèâà-

ëåíòíîì íåðàâåíñòâå Dk ≤β
0  ñëåâà íàõîäèòñÿ
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0

0

0

0
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0 )( y
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k
k
kk ===−

α
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Ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ ôîíäîîòäà÷è

α
σδ +

≥
0

0

k
y

ïîçâîëÿåò óêàçàòü ïîðîãîâîå çíà÷åíèå íîðìû äèñêîíòèðîâàíèÿ, ïðè ïðåâûøåíèè
êîòîðîãî íà íåêîòîðîì íà÷àëüíîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ïðåêðàùàåòñÿ êàêîå-ëèáî
èíâåñòèðîâàíèå:

λααδ )1(
0

0 −−=
k
y

крит .

Ðèñ. 2. Ðèñ. 3.
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Êàê óæå îòìå÷àëîñü, óðàâíåíèå (31) èìååò òî÷êó ïîêîÿ )( λδ
α

+=∗x . Åé ñî-

îòâåòñòâóåò îïòèìàëüíûé ïðîöåññ ),( ∗∗ uk  ñ íåçàâèñÿùèìè îò âðåìåíè êîìïîíåí-
òàìè

λδ
αλ

λδ
α β

+
=








+
= ∗∗ uk ,

1

.

Ñîîòâåòñòâóþùèé óðîâåíü ïîòðåáëåíèÿ ∗c  íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (33):

β

λδ
α

α
λαδ

1
)1(1









+
−+

== ∗∗ k
D

c .

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïðîèñõîäèò îïòèìàëüíûé ñáàëàíñèðîâàííûé ðîñò, òàê
êàê êàïèòàë K , ðàáî÷àÿ ñèëà L  è ïîòðåáëåíèå C  âîçðàñòàþò ñ îäèíàêîâûì òåì-
ïîì ν .

Åñëè íà÷àëüíàÿ ôîíäîâîîðóæåííîñòü 0k  íå ðàâíà ∗k , òî îïòèìàëüíûé ïðî-

öåññ ))(ˆ),(ˆ( tutk ñòðåìèòñÿ ê ),( ∗∗ uk ïðè +∞→t . Ýòî ñâîéñòâî îïòèìàëüíîãî ïðî-
öåññà ñîñòàâëÿåò ñóòü òàê íàçûâàåìîé òåîðåìû î ìàãèñòðàëè. Â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå ìû ìîæåì óâèäåòü âñå äåòàëè, òàê êàê ìîæåì çàïèñàòü ÿâíîå âûðàæåíèå

äëÿ îïòèìàëüíîé ôîíäîâîîðóæåííîñòè êàê ôóíêöèè âðåìåíè. Â ñëó÷àå β
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîòðåáëåíèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè 0=t

(34) 0
)1()0( kc

α
λαδ −+

=

âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì íîðìû äèñêîíòèðîâàíèÿ δ . ßñíî, ÷òî òîò æå ýôôåêò áóäåò
íàáëþäàòüñÿ è íà íåêîòîðîì íà÷àëüíîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, êàê è ñëåäîâàëî
îæèäàòü. Îäíàêî òàêàÿ òåíäåíöèÿ íå ñîõðàíÿåòñÿ áåñêîíå÷íî, ïîñêîëüêó ïðåäåëü-
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íûé óðîâåíü ïîòðåáëåíèÿ ∗с  óáûâàåò ïðè âîçðàñòàíèè δ . Íà ýòî óêàçûâàåò ïðî-

èçâîäíàÿ ∗с ïî δ
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
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Ìàêñèìàëüíûé ïðåäåëüíûé óðîâåíü ∗с  ïîëó÷àåòñÿ ïðè 0=δ , íî íàäî
èìåòü â âèäó íà÷àëüíûé óðîâåíü ïîòðåáëåíèÿ (34). Îí íå äîëæåí îïóñêàòüñÿ íè-
æå íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî óðîâíÿ ïîòðåáëåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå óêàæåì äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû âûðàæåíèå äëÿ ìàêñèìàëüíîãî

çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà (6) (ïðè óñëîâèè β
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî 
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