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Î ìåòîäàõ Ìîíòå-Êàðëî ñ öåïÿìè Ìàðêîâà 
 

Øâåäîâ À.Ñ. 

 
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ñ öåïÿìè Ìàð-

êîâà, øèðîêî ïðèìåíÿåìûå â ýêîíîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Ýòî àë-
ãîðèòì Ìåòðîïîëèñà è ãèááñîâñêèé âûáîð. Ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå îáîèõ 
ìåòîäîâ. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî ñ öåïÿìè Ìàðêîâà ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ 
ñèìóëèðîâàíèÿ íàáîðîâ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ìíîãîìåðíûì ðàñïðåäå-
ëåíèÿì âåðîÿòíîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, ýòè ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ â áàéåñîâ-
ñêîé ñòàòèñòèêå äëÿ èññëåäîâàíèÿ àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ñó-
ùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò ñîáëþäåíèå óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè, äîêà-
çàòåëüñòâà, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, ïðèâîäÿòñÿ äëÿ îáîèõ ìåòî-
äîâ. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ è èçó÷åíèÿ ìåòîäîâ èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ öåïåé 
Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Íà íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ èñ-
ñëåäóåòñÿ òî÷íîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî ñ öåïÿìè 
Ìàðêîâà. Ýòè ïðèìåðû âêëþ÷àþò äâóìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå 
ñ âûñîêîé êîððåëÿöèåé, äâóìåðíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, 
ñìåñü äâóìåðíûõ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. 
 
 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèìóëèðîâàíèå ìíîãîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé; àëãîðèòì Ìåò-

ðîïîëèñà; ãèááñîâñêèé âûáîð. 
 

1. Ââåäåíèå 
 
Â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ â ýêîíîìåòðè÷åñêóþ íàóêó ïðî÷íî âîøëè ìåòî-

äû Ìîíòå-Êàðëî ñ öåïÿìè Ìàðêîâà, òàê íàçûâàåìûå MCMC (Markov chain Monte 
Carlo) ìåòîäû. Áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ðàçâèòèÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ýêîíîìåòðèêè èìå-
þò ñîâðåìåííûå âûñîêîñêîðîñòíûå êîìïüþòåðû. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ëþáîé ñèñ-
òåìû äîëæíà áûòü îïðàâäàííî ñëîæíîé, ÷òîáû âêëþ÷àòü â ñåáÿ îñíîâíûå ÷åðòû ýòîé 
ñèñòåìû, íî íå äîëæíà áûòü èçëèøíå ñëîæíîé. Êàê ïðàâèëüíî îïðåäåëèòü ãðàíèöó 
ìåæäó îïðàâäàííîé è èçëèøíåé ñëîæíîñòüþ? È â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ, è â íàóêàõ î 
÷åëîâåêå è îáùåñòâå ýòà ãðàíèöà ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ òðóäíûõ çàäà÷ ñìåùàåòñÿ â 
ñòîðîíó âñå áîëåå ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Âî ìíîãîì ýòî îïðåäåëÿåòñÿ 
óâåëè÷åíèåì âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé, èñïîëüçóåìûõ ïðè àíàëèçå. 

Íî ÷åì áîëåå ñëîæíàÿ ýêîíîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ, òåì òðóäíåå 
åå èññëåäîâàòü àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè è òåì ÷àùå ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ÷èñ- 
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ëåííûì ìåòîäàì. Ïðèìåðû èíòåðåñíûõ è âàæíûõ ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé, èñïîëü-
çîâàíèå êîòîðûõ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ïðèâëå÷åíèþ ìåòîäîâ Ìîíòå-
Êàðëî ñ öåïÿìè Ìàðêîâà, ìîæíî íàéòè, ñêàæåì, â êíèãàõ [5] è [9]. Òàê, â [5] ïðèâî-
äèòñÿ ïðèìåð, îòíîñÿùèéñÿ ê àãðàðíîé ýêîíîìèêå, â [9] – ïðèìåð èç ïîðòôåëüíîé 
òåîðèè. ×èñëî ïîäîáíûõ ïðèìåðîâ äîñòàòî÷íî âåëèêî.  

Ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü íàáîð ñëó÷àéíûõ 
÷èñåë, îòâå÷àþùèõ òîìó èëè èíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé. Äëÿ îäíîìåðíûõ 
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóþùèå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ íàáîðîâ ñëó÷àéíûõ 
÷èñåë èçëàãàþòñÿ, íàïðèìåð, â [1, ãë. 4]. Òàêóþ æå çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ íàáîðà òåïåðü 
óæå íå ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, à âåêòîðîâ íåîáõîäèìî ðåøàòü è äëÿ ìíîãîìåðíûõ ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è è èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî 
ñ öåïÿìè Ìàðêîâà. 

Ìíîãèå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî ñ öåïÿìè Ìàðêîâà â ýêîíîìåòðèêå 
ñâÿçàíû ñ áàéåñîâñêèì ïîäõîäîì, êîãäà ýòè ìåòîäû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ àïî-
ñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Èìåííî ñ òàêèõ ïîçèöèé ÷àùå âñåãî 
âåäåòñÿ èçëîæåíèå è â îáçîðàõ, ïîñâÿùåííûõ ìåòîäàì Ìîíòå-Êàðëî ñ öåïÿìè Ìàð-
êîâà. Íî ñóòü ýòèõ ìåòîäîâ íèêàê íå ñâÿçàíà ñ áàéåñîâñêèì ïîäõîäîì. Îäíà èç öå-
ëåé íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äàòü îáçîð ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòà-
òîâ â ÷èñòîì âèäå, íå óâÿçûâàÿ ñ èõ âîçìîæíûì ïðèìåíåíèåì â áàéåñîâñêîé ýêîíî-
ìåòðèêå. Íåïðîñòûå â èäåéíîì îòíîøåíèè ìåòîäû çàñëóæèâàþò òàêîãî àêêóðàòíîãî 
ðàññìîòðåíèÿ. 

Êðîìå òîãî, ðàáîòà ñîäåðæèò íåêîòîðûå íîâûå ñîîáðàæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ îáî-
ñíîâàíèÿ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî ñ öåïÿìè Ìàðêîâà. 

Åùå îäíà öåëü äàííîé ðàáîòû ñâÿçàíà ñ äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîé äèñêóññèåé î 
òàê íàçûâàåìîé äèàãíîñòèêå ñõîäèìîñòè ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî ñ öå-
ïÿìè Ìàðêîâà (ñì., íàïðèìåð, [9]). Äèñêóññèÿ âûçâàíà ïðàêòè÷åñêè âàæíûìè âîïðî-
ñàìè î òîì, êàêîé äëèíû áðàòü öåïü, èëè, ÷òî ëó÷øå – èñïîëüçîâàòü îäíó äëèííóþ 
öåïü èëè íåñêîëüêî áîëåå êîðîòêèõ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îòâåò ñ ïî-
çèöèé, ïðèíÿòûõ â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. Áåññìûñëåííî ãîâîðèòü î êàêîé-òî 
äèàãíîñòèêå ñõîäèìîñòè, íàïðèìåð, ïðè ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà ñ 
ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû. ×åì áîëüøå èñïîëüçóåòñÿ óçëîâ, òåì òî÷íåå èí-
òåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü. Íåñêîëüêî ïîäðîáíî ðàçîáðàííûõ â äàííîé ñòàòüå ïðèìå-
ðîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî â ìåòîäàõ Ìîíòå-Êàðëî ñ öåïÿìè Ìàðêîâà ñèòóàöèÿ ñîâåðøåí-
íî òàêàÿ æå. ×åì äëèííåå öåïü, òåì âûøå òî÷íîñòü. Íà ýòèõ æå ïðèìåðàõ, äëÿ êî-
òîðûõ èçâåñòíî ëèáî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ëèáî ðåøåíèå, ïîñ÷èòàííîå ñ áîëüøîé 
òî÷íîñòüþ äðóãèì ÷èñëåííûì ìåòîäîì, èññëåäóåòñÿ, êàêîé äëèíû íåîáõîäèìà öåïü, 
÷òîáû îáåñïå÷èòü òó èëè èíóþ òî÷íîñòü îòâåòà. 

Ïóñòü )(xf  – ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè êîìïîíåíò m -ìåðíîãî ñëó÷àé-
íîãî âåêòîðà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íàáîðà m -ìåðíûõ âåêòîðîâ, îòâå-
÷àþùèõ ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè .f  Îáîçíà÷èì ÷åðåç B  

ìíîæåñòâî òî÷åê mRxО  òàêèõ, ÷òî 0)( >xf  ïðè BxО  è 0)( =xf  ïðè .BxП  

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m -ìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ,...,,...,, 10 nXXX  
êîòîðûå ñîñòàâëÿþò öåïü Ìàðêîâà. Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ î öåïÿõ Ìàðêîâà ìîæíî 
íàéòè, íàïðèìåð, â [1, ãë. 6]. Äëÿ ýòîé öåïè Ìàðêîâà è äëÿ áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà 

mRAН  îáîçíà÷èì ÷åðåç ),()( AxP n  âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ x  â ìíîæåñò-

âî A  ðîâíî çà n  øàãîâ. (Óñëîâèå, ÷òî ìíîæåñòâî A  ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì, íàêëà-
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äûâàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïî ýòîìó ìíîæåñòâó ìîæíî áûëî èíòåãðèðîâàòü. Ïàðàë-
ëåëåïèïåäû, øàðû, öèëèíäðè÷åñêèå, êîíè÷åñêèå ìíîæåñòâà – äàëåêî íå ïîëíîå ïå-
ðå÷èñëåíèå âèäîâ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Ïðèìåðû íåáîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ âåñüìà 
èñêóññòâåííû è èìåþò îòäàëåííîå îòíîøåíèå ê ýêîíîìè÷åñêèì èññëåäîâàíèÿì. Íî 

âñå æå áðàòü â êà÷åñòâå A  ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç mR  íåëüçÿ.) 

Åñëè äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà mRAН  ïðè ëþáîì èëè ïî÷òè ëþ-
áîì x   

(1)   т®
A

n dyyfAxP )(),()(  ïðè Ґ®n ,  

òî, ðåàëèçîâàâ öåïü Ìàðêîâà, ìîæíî ïîëó÷èòü íàáîð m -ìåðíûõ âåêòîðîâ, îòâå÷à-
þùèõ ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè .f  Îáû÷íîå äëÿ îäíî-
ìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé òðåáîâàíèå íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, â äàííîì ñëó÷àå, 
íå íàêëàäûâàåòñÿ. Îá óñëîâèÿõ, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî (1), ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ [2] 
è, îñîáåííî, òåîðåìó 6 èç óêàçàííîé ñòàòüè. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (1) 
öåïü Ìàðêîâà ,...,...,, 10 nXXX  äîëæíà êàêèì-òî îáðàçîì ñòðîèòüñÿ ïî ôóíêöèè .f   

Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî ñ öåïÿìè Ìàðêîâà ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðàáîòå íå òîëüêî 
ñ íåïðåðûâíûìè, íî è ñ äèñêðåòíûìè è ñìåøàííûìè ìíîãîìåðíûìè ðàñïðåäåëå-
íèÿìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà çäåñü ìîæíî íàçâàòü ñòàòüþ [11]. Íî â äàííîé ðàáîòå ìû 
îãðàíè÷èâàåìñÿ íåïðåðûâíûìè ìíîãîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Â ðàçäåëå 2 íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà, â ðàçäåëå 3 – ãèááñîâñêèé 
âûáîð. 

 
2. Àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà 

 
Ýòîò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íàáîðà m -ìåðíûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ðàñïðå-

äåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ,f  áûë ïðåäëîæåí (â íåñêîëüêî ìåíü-
øåé îáùíîñòè, ÷åì èçëàãàåòñÿ íèæå) â ðàáîòå [10]. Çàòåì îí èçó÷àëñÿ è ðàçâèâàëñÿ 
â ðàáîòàõ [3], [8], [12], ãäå è áûë äîâåäåí äî ñîâðåìåííîãî óðîâíÿ îáùíîñòè. Íàçâàíèå 
àëãîðèòìà ïî ôàìèëèè òîëüêî ïåðâîãî èç àâòîðîâ ðàáîòû [10] ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâèâ-
øèìñÿ, õîòÿ, âèäèìî, íå ñîâñåì ñïðàâåäëèâûì. 

Öåïü Ìàðêîâà ,...,...,, 10 nXXX  èùåòñÿ ñðåäè òåõ, äëÿ êîòîðûõ âåðîÿòíîñòè ïå-

ðåõîäà çà îäèí øàã äëÿ ëþáîãî BxО  è äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà mRAН  
èìåþò âèä 

(2)   .),()()(),()1( т+=
AA dyyxhxIxgAxP   

Çäåñü )(xIA  – èíäèêàòîð ìíîæåñòâà ,A  ò.å. ,1)( =xIA  åñëè ,AxО  ,0)( =xIA  åñëè 

.AxП  Î÷åâèäíî, ÷òî  

(3)   ,),(1)( т-=
mR

dyyxhxg   

ïîñêîëüêó .1),()1( =mRxP  
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Ôóíêöèÿ ),( yxh  ñòðîèòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ðåâåðñèâíîñòè: 

(4)   ),()(),()( xyhyfyxhxf =   

äëÿ ëþáûõ ., mRyx О   
Ïîêàæåì, ÷òî èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ðåâåðñèâíîñòè (4) ñëåäóåò âûïîëíåíèå 

óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè: 

(5)   dxxfAxPdyyf
mRA

)(),()( )1(тт =   

äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà .mRAН   
Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ (4) ïðè âòîðîì ïåðåõîäå è (3) – ïðè ÷åòâåðòîì, 

ïîëó÷àåì 

+= тт dxxIxgxfdxxfAxP
mm R AR

)()()()(),()1( т т =
mR A

dxdyyxhxf ),()(  

+= т dxxgxf
A

)()( т т =
mR A

dxdyxyhyf ),()(  

+= т dxxgxf
A

)()( т т =
A Rm

dydxxyhyf ),()(  

+= т dxxgxf
A

)()( ( ) =-т dyygyf
A

)(1)( ,)(тA dyyf  

ò.å. èìååò ìåñòî (5).  
Êàê ïîêàçàíî â [2], èìåííî óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè (5) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì äëÿ 

âûïîëíåíèÿ (1).  
«Ðû÷àãîì óïðàâëåíèÿ» â àëãîðèòìå Ìåòðîïîëèñà ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ 

ôóíêöèÿ ),,( yxc  êîòîðóþ ñëåäóåò âûáðàòü òàê, ÷òîáû 

(6)   1),( =т dyyxc
mR

  

äëÿ ëþáîãî .mRxО  Äàëåå ïðèíèìàåòñÿ 

п
о

п
н

м

=

>чч
ш

ц
зз
и

ж
=

.0),()(1

0),()(
),()(
),()(,1min

),(
yxcxfпри

yxcxfпри
yxcxf
xycyf

yxa  

Ñóùåñòâåííî îòìåòèòü, ÷òî åñëè ,BxО  ByП  è ,0),( >yxc  òî .0),( =yxa  
Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèÿ 

(7)   ),(),(),( yxyxcyxh a=   

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðåâåðñèâíîñòè (4). Âûáåðåì òî÷êè x  è .y  
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Ïóñòü .0),()( =yxcxf  Â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü â (4) ðàâíà íóëþ. Åñëè 

,0),()( =xycyf  òî è ïðàâàÿ ÷àñòü â (4) ðàâíà íóëþ. Åñëè ,0),()( >xycyf  òî ,0),( =xya  

è âíîâü ïðàâàÿ ÷àñòü â (4) ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè 0),()( =yxcxf  óñëîâèå 4 
âûïîëíÿåòñÿ. 

Ïóñòü .0),()( >yxcxf  Åñëè ),,()(),()( xycyfyxcxf <  òî ,1),( =yxa   

.
),()(
),()(),(
xycyf
yxcxfxy =a  

Ïîýòîìó =),()( yxhxf =),()( yxcxf =),(),()( xyxycyf a ,),()( xyhyf  è óñëîâèå (4) âû-

ïîëíÿåòñÿ. Åñëè ),,()(),()( xycyfyxcxf і  òî ,1),( =xya  

.
),()(
),()(),(
yxcxf
xycyfyx =a  

Òîãäà =),()( yxhxf =),(),()( yxyxcxf a =),()( xycyf =),(),()( xyxycyf a .),()( xyhyf  

Ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ ),,( yxh  çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé (7), óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ ðåâåðñèâíîñòè (4). Ôóíêöèÿ )(xg  ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëå (3), çàìåòèì, ÷òî ýòà 
ôóíêöèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ëèøü ìåæäó íóëåì è åäèíèöåé. 

Ðåàëèçàöèþ öåïè Ìàðêîâà ,...,...,, 10 nXXX  îáîçíà÷èì ,...,...,, )()1()0( nxxx  Ïóñòü 

êàê-òî âûáðàí âåêòîð .)0( Bx О  Â àëãîðèòìå Ìåòðîïîëèñà âåêòîð )1( +nx  ñòðîèòñÿ ïî 

âåêòîðó )(nx  ñëåäóþùèì îáðàçîì. 
Øàã 1. Ñèìóëèðóåòñÿ m -ìåðíûé âåêòîð y  èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ 

( ).,)( yxc n  

Øàã 2. Ñèìóëèðóåòñÿ ÷èñëî u  èç ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå ]1,0[  ðàñïðåäåëåíèÿ. 

Øàã 3. Ïðè ( )yxu n ,)(a<  ïðèíèìàåòñÿ ;)1( yx n =+  ïðè ( )yxu n ,)(aі  ïðèíèìàåòñÿ 

.)()1( nn xx =+  
Íå ïðè ëþáîì âûáîðå ôóíêöèè ),,( yxc  óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (6), ïîñòðî-

åííûé íàáîð m -ìåðíûõ âåêòîðîâ ,...,...,, )()1()0( nxxx  îòâå÷àåò ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿò-

íîñòåé ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè .f  Íàïðèìåð, åñëè 0),( =yxc  ïðè ëþáûõ ,, Byx О  òî 
î÷åâèäíî, ÷òî ýòî íå òàê. Ïðèâîäèìûå íèæå ðàññóæäåíèÿ ïîìîãàþò ïîíÿòü, êàêèì 
óñëîâèÿì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ôóíêöèÿ ).,( yxc  

Â ñòàòüå [2] äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî èìååò ìåñòî (1), – ýòî ñëîæíàÿ òåîðåìà. 
Íåò ñîìíåíèé, ÷òî äîëæíî ñóùåñòâîâàòü áîëåå ïðîñòîå, ïóñòü è áîëåå ãðóáîå îáîñ-
íîâàíèå àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà. Êàêèå ñîîáðàæåíèÿ ïðèâåëè àâòîðîâ ðàáîò [3, 10] 
ê èõ àëãîðèòìó? Äàëåå ïðèâîäèòñÿ èíòóèòèâíîå îáúÿñíåíèå àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà. 
×òîáû ïîíÿòü ýòî èíòóèòèâíîå îáúÿñíåíèå, äîñòàòî÷íî çíàòü òåîðèþ öåïåé Ìàðêîâà 
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. À äëÿ ÷òåíèÿ ñòàòüè [2] íåîáõîäèìî çíàíèå ñóùåñò-
âåííî áîëåå ñëîæíîé îáùåé òåîðèè öåïåé Ìàðêîâà. 
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî B  îãðàíè÷åíî. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ýòî 
ìíîæåñòâî ìîæíî ðàçáèòü íà m -ìåðíûå êóáû ,,...,1 MAA  äëèíà ñòîðîíû êàæäîãî èç 
êóáîâ e  – ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.  

Ïîëîæèì 

(8)   ,)(т=
rA

r dxxfp  .,...,1 Mr =   

Ïóñòü )()1( ,..., Myy  – öåíòðû êóáîâ .,...,1 MAA  Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî )0(x  – ýòî îä-

íà èç òî÷åê .,..., )()1( Myy  Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáàÿ ñèìóëèðîâàííàÿ íà øàãå 1 

òî÷êà ,y  åñëè îíà îêàçàëàñü ïðèíàäëåæàùåé êóáó ,rA  çàìåíÿåòñÿ íà .)(ry  Ýòî ïðè-
âîäèò ê íîâîé öåïè Ìàðêîâà, èìåþùåé ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé. Ýòè ñîñòîÿ-
íèÿ ìîæíî çàíóìåðîâàòü ÷èñëàìè .,...,1 M  

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ýòîé íîâîé öåïè Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé âå-
ðîÿòíîñòè (8) ïðèáëèæåííî ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè. (Îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòíûõ 
âåðîÿòíîñòåé äëÿ öåïè Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé äàåòñÿ, íàïðèìåð, â 
[1, ãë. 6].) 

Ïðè )()( rn yx =  â öåïè Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé íîâîå çíà÷åíèå 
)(sy  ïîëó÷àåòñÿ íà øàãå 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ, ïðèáëèæåííî ðàâíîé ( ) ., )()( srm yyce  Ýòî 

çíà÷åíèå îñòàâëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ ( ) ., )()( sr yya  Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (7) âåðîÿò-

íîñòü ïîëó÷èòü íà øàãå 3 íîâîå çíà÷åíèå )(sy  ïðèáëèæåííî ðàâíà  

( ))()( , srm yyce ( )=)()( , sr yya ( )., )()( srm yyhe  

Åñëè íîâîå çíà÷åíèå íå ïðèíèìàåòñÿ, òî öåïü îñòàåòñÿ â ñîñòîÿíèè .)(ry  Ýòî 
ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ, ïðèáëèæåííî ðàâíîé 

( ).,1
1

)()(е =
-

M

s
srm yyhe  

Çàìåíÿÿ ñóììó íà èíòåãðàë, ïîëó÷àåì äðóãîå ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ 
ýòîé âåðîÿòíîñòè: 

( ) .,1 )( dyyyh
mR

rт-  

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3) ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî ( ).)(ryg  

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ,rsp  ò.å. âåðîÿòíîñòè { }( ),, )()()1( sr yyP  
äëÿ öåïè Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ïðèáëèæåííî ìîãóò áûòü îïðåäå-
ëåíû ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå: 

(9)   
( ) ( )
( )по

п
н
м

№

=+
=

.,

,
)()(

)()()(

srприyyh

srприyyhyg
p

srm

rrmr

rs
e

e
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×òîáû íàéòè óðàâíåíèÿ, êîòîðûì ïðèáëèæåííî óäîâëåòâîðÿþò âåðîÿòíîñòè 
(8), âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ èñõîäíîé öåïè Ìàðêîâà è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé 
(5) ïðè sAA =  (ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè äëÿ èñõîäíîé öåïè Ìàðêîâà óñòàíîâëåíî!). 

Ïðè sAA =  ëåâàÿ ÷àñòü â ôîðìóëå (5) ðàâíà .sp  Äëÿ ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (5) ñ 

ó÷åòîì (2) è àïïðîêñèìàöèè ( ))(rm
r yfep =  ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùàÿ öå-

ïî÷êà ïðèáëèæåííûõ ðàâåíñòâ:  

=ч
ш
ц

з
и
ж +т т dxxfdyyxhxIxg

m
s

sR A
A )(),()()(  

т т т =+=
s s

mA A R
dydxxfyxhdxxfxg )(),()()(  

( ) ( ) ( ) ( ) =+= т е =
dyyfyyhyfyg rm

A

M

r
rssm

s

)(
1

)()()( , ee  

( ) ( ) .,
11

)()()( ее ==
=+=

M

r rrsr
M

r
srm

s
s pyyhyg ppep  

Èòàê, ïðèáëèæåííî, äëÿ âåðîÿòíîñòåé rp  ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ 
óðàâíåíèé: 

(10)   1
1

=е =

M

r rp , е =
=

M

r rrss p
1

pp  ïðè .,...,1 Ms =   

Åñëè âñå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè rsp  äëÿ öåïè Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì 
ñîñòîÿíèé ïîëîæèòåëüíû, òî ñèñòåìå óðàâíåíèé (10) óäîâëåòâîðÿþò èíâàðèàíòíûå 
âåðîÿòíîñòè sp  òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ r  è s  

{ }( ) s
srn yyP p®)()()( ,  ïðè Ґ®n  

(ñì., íàïðèìåð, [1, ãë. 6, òåîðåìà 6.1]). Ïðè óñëîâèè ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ ïåðåõîä-
íûõ âåðîÿòíîñòåé rsp  ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (10) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå. È åñëè âåðîÿòíîñòè (8) ýòîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé óäîâëåòâîðÿþò, òî 
îíè ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè äëÿ öåïè Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé.  

Ýòî è òðåáóåòñÿ, íî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ 
âûøå, èìåþò ìåñòî íå â òî÷íîñòè, à ïðèáëèæåííî. 

Åñëè îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà íå ÿâëÿåòñÿ áåçóïðå÷íî ñòðîãèì (êàê, íàïðèìåð, 
ïðèâåäåííîå âûøå îáúÿñíåíèå àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà), òî íà âîïðîñ î ïðèãîäíîñòè 
èëè íåïðèãîäíîñòè àëãîðèòìà, èëè íàñêîëüêî àëãîðèòì õîðîø, îòâåò ìîãóò äàòü ðàñ-
÷åòû. Â ýòîé îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè âåëèêà ðîëü âû÷èñëèòåëüíîãî îïûòà. 

Ïîëîæèòåëüíîñòü âñåõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ,rsp  çàäàâàåìûõ ôîðìóëîé 

(9), îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì 0),( >yxc  ïðè ëþáûõ ., Byx О  Îäíàêî ïðàêòè÷åñêè 

ôóíêöèþ ),( yxc  ìîæíî áðàòü ñ íåêîòîðûì «çàïàñîì», ÷òîáû óñëîâèå 0),( >yxc  âû-

ïîëíÿëîñü è ïðè êàêèõ-òî ,ByП  åñëè ýòî ïîìîãàåò â ïðîâåäåíèè øàãà 1.  
Ìîæíî óêàçàòü íà àíàëîãèþ ìåæäó ïàðîé «èñõîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà è àïïðîê-

ñèìèðóþùàÿ åå öåïü Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé» è ïàðîé «äèôôåðåí-
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öèàëüíîå óðàâíåíèå è ðàçíîñòíàÿ ñõåìà». Îäíàêî ýòà àíàëîãèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. 
Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ðàñ÷åòà èñïîëüçóåòñÿ èñõîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà, à íå öåïü Ìàð-
êîâà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. 

Ïðèìåð 1. Ïóñòü f  – ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ 

(11)   
( )

( ) ( )ч
ш
ц

з
и
ж -Sў--

S
= - mm

p
xxxf 1

2/1 2
1exp

det2
1)( ,  

ãäå 

чч
ш

ц
зз
и

ж
=

2

1

m
m

m , ч
ч
ш

ц
з
з
и

ж
=S 2

221

21
2
1

ssrs
srss

 

(ñì., íàïðèìåð, [1, ãë. 1, § 6]). Øòðèõ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. 
Ðàçóìååòñÿ, ÷òîáû ïîñòðîèòü íàáîð âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ äâóìåðíîìó íîð-

ìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, íåò íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ñ 

öåïüþ Ìàðêîâà. Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü íàáîð âåêòîðîâ ,...,,...,, )()1()0( nzzz  îòâå÷àþùèõ 
äâóìåðíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé êîâàðèà-
öèîííîé ìàòðèöåé. (Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òàêèõ âåêòîðîâ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ 
ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ íîð-
ìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ðàññìàòðèâàþòñÿ, íàïðèìåð, â [1, ãë. 4, § 2].) Çàòåì, âçÿâ 
ìàòðèöó 

,01

21

1
2

ч
ч

ш

ц

з
з

и

ж -=
srs

srL  

äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ,LLў=S  íàäî ïîëîæèòü 

(12)   ,)()( nn zLx ў+= m  ,...2,1=n  

Íî ìû èñïîëüçóåì ôóíêöèþ ïëîòíîñòè (11), ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü àëãî-
ðèòì Ìåòðîïîëèñà. 

Ïðè êàæäîì 0іa  íà ïëîñêîñòè 2R  ñ êîîðäèíàòàìè 21, xx  ìîæíî ðàññìîòðåòü 
ýëëèïñ ðàññåèâàíèÿ 

( ) ( ) ,21 axx =-Sў- - mm  

ãäå ( ) ., 21
ў= xxx  Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâóìåðíûé íîðìàëüíûé âåêòîð ñ ôóíê-

öèåé ïëîòíîñòè (11) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå âíóòðè ýòîãî ýëëèïñà, ðàâíà 

(13)   ( )25,0exp1 a--   

(ñì., íàïðèìåð, [1, ãë. 1, § 6]). 
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Â ðàñ÷åòå ïðèíèìàþòñÿ çíà÷åíèÿ ,01 =m  ,02 =m  ,8,01 =s  ,2,12 =s  .9,0=r  

Âåðîÿòíîñòü 1p  ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïðè êàæäîì a  ïî ôîðìóëå (13).  

Âî-ïåðâûõ, ïðè ðàçëè÷íûõ N  ïî ôîðìóëå (12) ñòðîèòñÿ íàáîð òî÷åê 

.,..., )()1( Nxx  ×åðåç 2p  îáîçíà÷àåòñÿ äîëÿ òî÷åê èç ýòîãî íàáîðà, ïîïàâøèõ âíóòðü ýë-
ëèïñà ðàññåèâàíèÿ. 

Âî-âòîðûõ, ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà ðåàëèçóåòñÿ öåïü Ìàðêîâà. 
Èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ ),(),( 0 xyfyxc -=  ãäå 0f  – ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè äâóìåðíîãî 
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé 

.
36,00
036,0

чч
ш

ц
зз
и

ж
 

Ïðèíèìàåòñÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ,0)0( =x  è ïåðâûå 500 ïîñòðîåííûõ òî÷åê èãíîðè-

ðóþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ íàáîð òî÷åê .,..., )500()1500( Nxx ++  ×åðåç 3p  
îáîçíà÷àåòñÿ äîëÿ òî÷åê èç ýòîãî íàáîðà, ïîïàâøèõ âíóòðü ýëëèïñà ðàññåèâàíèÿ. 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1. 
Òàáëèöà 1.  

Ñîîòâåòñòâèå äîëåé òî÷åê, ïîïàâøèõ âíóòðü ýëëèïñîâ ðàññåèâàíèÿ,  
ïîñòðîåííûõ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè ( 2p – ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêîé 

ôîðìóëû (12), 3p  – ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà), è âåðîÿòíîñòåé 
1p  ïîïàäàíèÿ òî÷êè âíóòðü ýëëèïñà ðàññåèâàíèÿ, ðàññ÷èòàííûõ ïî ôîðìóëå (13), 

ïðè ðàçëè÷íûõ N  

a  1p  2p  21 pp -  3p  31 pp -  

a) N = 500 

0,5 0,11750 0,09000    0,02750 0,12000 –0,00250 

1,0 0,39347 0,37000    0,02347 0,45400    –0,06053 

1,5 0,67535    0,66000    0,01535 0,73000    –0,05465 

2,0 0,86466    0,87200    –0,00734 0,85200    0,01266 

b) N = 5000 

0,5 0,11750 0,10900    0,00850 0,13640    –0,01890 

1,0 0,39347 0,38060    0,01287 0,42780    –0,03433 

1,5 0,67535    0,66960    0,00575 0,72160    –0,04625 

2,0 0,86466    0,86040    0,00426 0,87600    –0,01134 

c) N = 50000 

0,5 0,11750 0,11708    0,00042 0,12728    –0,00978 

1,0 0,39347 0,39000    0,00347 0,39866    –0,00519 

1,5 0,67535    0,67392    0,00143 0,68304    –0,00769 

2,0 0,86466    0,86232    0,00234 0,86420    0,00046 
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Îêîí÷àíèå òàáë. 1. 

a  1p  2p  21 pp -  3p  31 pp -  

d) N = 500000 

0,5 0,11750 0,11722    0,00028 0,11779    –0,00029 

1,0 0,39347 0,39268    0,00079 0,39470    –0,00123 

1,5 0,67535    0,67561    –0,00027 0,67827    –0,00292 

2,0 0,86466    0,86448    0,00018 0,86646    –0,00179 

 
Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ àíàëè-

òè÷åñêîé ôîðìóëû (12) âåëè÷èíà 2p  ëó÷øå àïïðîêñèìèðóåò âåðîÿòíîñòü ,1p  ÷åì ïî-

ñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà âåëè÷èíà .3p  Îäíàêî è äëÿ àëãîðèòìà 

Ìåòðîïîëèñà àïïðîêñèìàöèÿ ñóùåñòâåííî óëó÷øàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè .N  
Ïðèìåð 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè èìååò âèä 

),(5,0)(5,0)( )2()1( xfxfxf +=  

ãäå )()1( xf  è )()2( xf  – ôóíêöèè ïëîòíîñòè äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 

(ñì. (11)) ñîîòâåòñòâåííî ñî ñðåäíèìè ,)1(m  )2(m  è ñ êîâàðèàöèîííûìè ìàòðèöàìè 

,)1(S  .)2(S  Â ðàñ÷åòå ïðèíèìàþòñÿ çíà÷åíèÿ ,3,0)1(
1 -=m  ,5,0 )1(

2 =m  ,7,0)1(
1 =s  ,1,1)1(

2 =s  

,8,0)1( =r  ,8,0)2(
1 =m  ,2,0)2(

2 -=m  ,9,0)2(
1 =s  ,0,1)2(

2 =s  .1,0)2( -=r  Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íà-

áîðà âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ,f  

èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà. Áåðåòñÿ òà æå ôóíêöèÿ ),,( yxc  ÷òî è â ïðè-

ìåðå 1, ïðèíèìàåòñÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ,0)0( =x  è ïåðâûå 500 ïîñòðîåííûõ òî÷åê 
èãíîðèðóþòñÿ. 

Ïîëíîå èññëåäîâàíèå òîãî, íàñêîëüêî õîðîøî ïî íàáîðó òî÷åê )500()1500( ,..., Nxx ++  
ìîæíî ñóäèòü î ñâîéñòâàõ äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ìû íå ïðîâîäèì. Ñðàâíèì ëèøü  

т т=
1

0

1

0 21211 ),( dxdxxxfp  

è äîëþ òî÷åê èç ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà, ïîïàâøèõ â êâàäðàò ].1,0[]1,0[ ґ  Ýòó äîëþ 

îáîçíà÷èì ÷åðåç .2p  Ïðèìåíåíèå êóáàòóðíîé ôîðìóëû ñ äîñòàòî÷íî ìåëêîé ñåòêîé 

ïîêàçûâàåò, ÷òî 1p  ïðèáëèæåííî ðàâíî .10614,0  Ïîëó÷åííûå â ðàñ÷åòå çíà÷åíèÿ 2p  

ïðè ðàçëè÷íûõ N  ïðèâîäÿòñÿ â òàáë. 2.  
Õîòÿ ñàìàÿ âûñîêàÿ òî÷íîñòü â äàííîì ðàñ÷åòå ïîëó÷åíà ïðè ,5000=N  ðàñ÷å-

òû ñ äðóãèìè íàáîðàìè èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë íå äàþò ïîâòîðåíèÿ ýòîãî ýô-
ôåêòà. Îäíàêî âî âñåõ ðàñ÷åòàõ âèäíà ïðèìåðíî îäíà è òà æå òåíäåíöèÿ ê óëó÷-
øåíèþ òî÷íîñòè ïðè óâåëè÷åíèè .N  
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Òàáëèöà 2.  
Ñîîòâåòñòâèå äîëåé òî÷åê ,2p  ïîïàâøèõ âíóòðü êâàäðàòà ],1,0[]1,0[ ґ   

ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà,  
è âåðîÿòíîñòè 1p  ïîïàäàíèÿ òî÷êè âíóòðü äàííîãî êâàäðàòà,  

ðàññ÷èòàííîé ïî êóáàòóðíîé ôîðìóëå ñ áîëüøèì ÷èñëîì óçëîâ 

N  2p  21 pp -  

500 0,08200 0,02414 

5000 0,10600 0,00014 

50000 0,10528    0,00086 

500000 0,10640    –0,00026 

 
3. Ãèááñîâñêèé âûáîð 

 
Çäåñü îïèñûâàåòñÿ åùå îäèí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íàáîðà m -ìåðíûõ âåêòîðîâ, 

îòâå÷àþùèõ ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè .f  Íàçâàíèå «ãèá-
áñîâñêèé âûáîð» äëÿ äàííîãî àëãîðèòìà ïðåäëîæåíî â ñòàòüå [7], ïîñêîëüêó èñïîëü-
çóåòñÿ îí â ýòîé ðàáîòå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, íîñÿùåãî èìÿ âûäàþùåãîñÿ ôèçèêà 
êîíöà XIX – íà÷àëà XX ââ. Äæ.Ó. Ãèááñà. Äàííîå íàçâàíèå çàêðåïèëîñü ïîñëå òîãî, 
êàê ýòîò àëãîðèòì áûë ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå [6]. Î áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ, ãäå èñ-
ïîëüçóþòñÿ ñõîäíûå àëãîðèòìû, ñì. [5, ñ. 20] èëè [9, ñ. 12]. 

Ïóñòü ( ),,...,1 kxxx =  ãäå ,imi Rx О  ,...1 mmm k =++  è ïóñòü ìíîæåñòâî B  èìååò 
âèä  

,...1 kBBB ґґ=  

ãäå im
i RB Н  – áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû.  

Ïðè ki ,...,1=  ðàññìîòðèì ìàðãèíàëüíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè 

т +-=
iB

ikiiiki dqxxqxxfxxf ),...,,,,...,(),...,( 1111  

(ïðè 1=i  îòñóòñòâóþò àðãóìåíòû ;,..., 11 -ixx  ïðè ki =  îòñóòñòâóþò àðãóìåíòû 

ki xx ,...,1+ ). Ôàêòè÷åñêè if  ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé àðãóìåíòîâ 11,..., -ixx , .,...,1 ki xx +  

Òîãäà ïðè BxО  ìîæíî îïðåäåëèòü óñëîâíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè )(xgi  ñî-
îòíîøåíèåì  

),()()( xfxgxf ii=  .,...,1 ki =  

Èñïîëüçóÿ ðàñïðîñòðàíåííîå îáîçíà÷åíèå, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ),...,( 1 ki xxg  – ýòî 
óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü  

|ix ,,..., 11 -ixx ki xx ,...,1+  

(ñì., íàïðèìåð, [1, ãë. 1, § 3]). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0)( =xgi  ïðè .BxП  
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Öåïü Ìàðêîâà ,...,...,, 10 nXXX  èùåòñÿ ñðåäè òåõ, äëÿ êîòîðûõ âåðîÿòíîñòè 

ïåðåõîäà çà îäèí øàã äëÿ ëþáîãî BxО  è äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà 
mRAН  èìåþò âèä 

т= A
dyyxhAxP ),(),()1(  

(ñð. (2)). Ïîëîæèì 

(14)   ( )Х = +=
k

i kiii xxyygyxh
1 11 ,...,,,...),(   

è ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè (5). 
Èìååì 

( ) =+- kiii xxxyyf ,...,,,,... 111 ( )kiiii xxxyyg ,...,,,,... 111 +- ( )kiiii xxxyyf ,...,,,,... 111 +-  

è àíàëîãè÷íî 

( )=+- kiii xxyyyf ,...,,,,... 111 ( )kiiii xxyyyg ,...,,,,... 111 +- ( ).,...,,,,... 111 kiiii xxyyyf +-  

Òîãäà ïðè óñëîâèè, ÷òî àðãóìåíòû ôóíêöèé ,f  ig  è if  ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ìíîæå-

ñòâà B  

( )
( )

( )
( ) .,...,,,,...

,...,,,,...
,...,,,,...
,...,,,,...

111

111

111

111

kiiii

kiii

kiiii

kiii
xxyyyg
xxyyyf

xxxyyg
xxxyyf

+-

+-

+-

+- =  

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 

(15)   
( ) ( )
( ) ( ).,...,,,,...,...,,,,...

,...,,,,...,...,,,,...

111111

111111

kiiikiiii

kiiikiiii

xxyyyfxxxyyg
xxxyyfxxyyyg

+-+-

+-+-

=
=

  

Äàííûé ïðèåì èñêëþ÷åíèÿ ìàðãèíàëüíûõ ïëîòíîñòåé ñ öåëüþ óñòàíîâèòü ñâÿçü 
ìåæäó óñëîâíûìè è ñîâìåñòíûìè ïëîòíîñòÿìè, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå áûë èñïîëü-
çîâàí â [4, ñ. 195, 196]. Èç ôîðìóëû (15) íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî äâóì ðàçëè÷íûì ñîâìå-

ñòíûì ôóíêöèÿì ïëîòíîñòè )1(f  è )2(f  (ïðè îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå )B  íå ìîæåò 

ñîîòâåòñòâîâàòü îäèí íàáîð óñëîâíûõ ôóíêöèé ïëîòíîñòè .,...,1 kgg  
Èìååì 

=т dxxfAxP
B

)(),()1( т т =
B A

dxdyyxhxf ),()( тA dyyJ ,)(  

ãäå 

.),()()( т= B
dxyxhxfyJ  
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Èç âûðàæåíèÿ (14) äëÿ ),( yxh  íàõîäèì 

( ) ( ) ( ) ( ) ....,...,,...,,...,,...,,...,)( 112111111
11

kkB kB kkkB kk dxdxxxfxxygxyygyygyJ
kk

ттт
-

--=  

Ìíîæèòåëü ( )kiiii xxyyyg ,...,,,,... 111 +-  íàìåðåííî íå âûíîñèòñÿ èç ïîä çíàêà èíòåãðàëà 

ïî .iB  Íà îñíîâàíèè (15) ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñàìîãî âíóòðåííåãî èíòåãðàëà 
ðàâíà 

( ) ( ).,...,,,...,, 21211 kk xxyfxxxg  

Òåïåðü âòîðîé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè èç ïîä çíàêà èíòåãðàëà ïî 1B  è âîñïîëü-
çîâàòüñÿ òåì, ÷òî 

( ) .1,...,,
1

1211т =
B k dxxxxg  

Òîãäà 

( ) ( ) ( ) ( ) ....,...,,,...,,,...,,...,,...,)( 22132121111
21

kkB kB kkkB kk dxdxxxyfxxyygxyygyygyJ
kk

ттт
-

--=  

Íà îñíîâàíèè (15) ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñàìîãî âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ðàâíà 

( ) ( ).,...,,,,...,,, 3213212 kk xxyyfxxxyg  

Ïîýòîìó äàííûé èíòåãðàë ðàâåí ( ).,...,,, 321 kxxyyf  Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ è äëÿ äðóãèõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì ).()( yfyJ =  Ñâîéñòâî 
èíâàðèàíòíîñòè (5) óñòàíîâëåíî. 

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ðåàëèçàöèþ öåïè Ìàðêîâà ,...,...,, 10 nXXX  îáî-

çíà÷èì ,...,...,, )()1()0( nxxx  Ïóñòü êàê-òî âûáðàí âåêòîð .)0( Bx О  Ïðè ãèááñîâñêîì âû-

áîðå âåêòîð )1( +nx  ñòðîèòñÿ ïî âåêòîðó )(nx  ñëåäóþùèì îáðàçîì. 
Øàã 1. Ñèìóëèðóåòñÿ 1m -ìåðíûé âåêòîð 1y  èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèåé 

ïëîòíîñòè ( ).,...,, )()(
211

n
k

n xxyg  

M  

Øàã .i  Ñèìóëèðóåòñÿ im -ìåðíûé âåêòîð iy  èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèåé 

ïëîòíîñòè ( ).,...,,,,..., )()(
111

n
k

n
iiii xxyyyg +-  

M  

Øàã .k  Ñèìóëèðóåòñÿ km -ìåðíûé âåêòîð ky  èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèåé 

ïëîòíîñòè ( ).,,..., 11 kkk yyyg -  
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Ïðèíèìàåòñÿ ( ).,...,1
)1(

k
n yyx =+  

Èíòóèòèâíîå îáúÿñíåíèå ãèááñîâñêîãî âûáîðà àíàëîãè÷íî îáúÿñíåíèþ àëãî-
ðèòìà Ìåòðîïîëèñà.  

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì òó æå ôóíêöèþ ïëîòíîñòè äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî 
ðàñïðåäåëåíèÿ (11), ÷òî è â ïðèìåðå 1. Óñëîâíûå ïëîòíîñòè èìåþò âèä 

( ) ( ) ,
2

1exp
2

1, 2
,112

,1,1
211 ч

ч

ш

ц

з
з

и

ж
--= c

cc
xxxg m

sps
 

( ) ( ) ,
2

1exp
2

1, 2
,222

,2,2
212 ч

ч

ш

ц

з
з

и

ж
--= c

cc
xxxg m

sps
 

ãäå 

,1 2
1,1 rss -=c  ,1 2

2,2 rss -=c  

( ),22
2

1
1,1 m

s
srmm -+= xc  ( )11

1

2
2,2 m

s
s

rmm -+= xc  

(ñì., íàïðèìåð, [1, ãë. 1, § 6]).  

Âåêòîðà ,...,..., )()1( nxx  ñòðîÿòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì. Ïóñòü ,...,..., )(
1

)1(
1

nzz , 

,...,..., )(
2

)1(
2

nzz  – ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà. Òîãäà 

(16)   
( )
( ) .)1(

2,21
)1(

1
1

2
2

)1(
2

)1(
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1
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1
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+-+=
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nn

zxx

zxx

sm
s
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s
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Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî îòñþäà ñëåäóþò óðàâíåíèÿ àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà 

,)1( )1(
1

)(
1

22
1

)1(
1

++ ++-= nnn xx errm  .)1( )1(
2

)(
2

22
2

)1(
2

++ ++-= nnn xx errm  

Âûðàæåíèÿ äëÿ )1(
1

+ne  è )1(
2
+ne  ëåãêî âûâîäÿòñÿ èç (16). 

Êàê è â ïðèìåðå 1, ïðèíèìàåòñÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ,0)0( =x  è ïåðâûå 500 
ïîñòðîåííûõ òî÷åê èãíîðèðóþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ íàáîð òî÷åê 

.,..., )500()1500( Nxx ++  ×åðåç 4p  îáîçíà÷àåòñÿ äîëÿ òî÷åê èç ýòîãî íàáîðà, ïîïàâøèõ 

âíóòðü ýëëèïñà ðàññåèâàíèÿ. ×åðåç 1p  îáîçíà÷àåòñÿ òà æå âåðîÿòíîñòü, ÷òî è â 
ïðèìåðå 1. 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 3. 
Òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé âåëè÷èíà 4p  àïïðîêñèìèðóåò ,1p  óëó÷øàåòñÿ ñ óâåëè÷å-

íèåì .N  Â ðàñ÷åòàõ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â äàííîì ïðèìåðå è â ïðèìå-
ðå 1, ãèááñîâñêèé âûáîð äàåò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü, ÷åì àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà. 
Ãèááñîâñêèé âûáîð äàåò òî÷íîñòü, êîòîðàÿ áëèçêà ê òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åí-
íûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëû (12). Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî â 
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äàííîì ïðèìåðå ãèááñîâñêèé âûáîð ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ àíàëèòè÷åñêèõ ôîð-
ìóë (16). 

Òàáëèöà 3.  
Ñîîòâåòñòâèå äîëåé òî÷åê ,4p  ïîïàâøèõ âíóòðü ýëëèïñîâ ðàññåèâàíèÿ,  

ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèááñîâñêîãî âûáîðà,  
è âåðîÿòíîñòåé 1p  ïîïàäàíèÿ òî÷êè âíóòðü ýëëèïñà ðàññåèâàíèÿ,  

ðàññ÷èòàííûõ ïî ôîðìóëå (13), ïðè ðàçëè÷íûõ N  

a  1p  4p  41 pp -  

a) N = 500 

0,5 0,11750 0,12200    –0,00450 

1,0 0,39347 0,39600    –0,00253 

1,5 0,67535    0,69800    –0,02265 

2,0 0,86466    0,88200    –0,01734 

b) N = 5000 

0,5 0,11750 0,12040    -0,00290 

1,0 0,39347 0,39540    -0,00193 

1,5 0,67535    0,67600    -0,00065 

2,0 0,86466    0,87000    -0,00534 

c) N = 50000 

0,5 0,11750 0,11768    -0,00018 

1,0 0,39347 0,38888    0,00459 

1,5 0,67535    0,66866    0,00669 

2,0 0,86466    0,86064    0,00402 

d) N = 500000 

0,5 0,11750 0,11741    0,00010 

1,0 0,39347 0,39379    –0,00032 

1,5 0,67535    0,67486    0,00048 

2,0 0,86466    0,86445    0,00021 

 
Ïðèìåð 4. Ïóñòü ,2=m  ìíîæåñòâî B  ñîñòîèò èç òåõ òî÷åê ( ),, 21 xxx =  äëÿ êî-

òîðûõ ,01 іx  .02 іx  Ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè èìååò âèä 

( ) ( ),exp, 212121 xxxxCxxf ---=  

ãäå C  – íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà. Â ýòîì ïðèìåðå ãèááñîâñêèé âûáîð èñïîëüçóåòñÿ 
äëÿ ðàñ÷åòà ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè. 
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Ïðè 2=m  óäîáíåå èñïîëüçîâàòü äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàðãèíàëüíûõ ôóíê-
öèé ïëîòíîñòè, ÷åì òå, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü âûøå. Ïóñòü 

( ) ,),(
0 22111 т
Ґ

= dxxxfxf      ( ) .),(
0 12122 т
Ґ

= dxxxfxf  

Èç âèäà ( )21, xxf  ñëåäóåò, ÷òî 

(17)   ( ) ( ),exp
1 1

1
11 x

x
Cxf -
+

=   

è àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà èìååò ìåñòî äëÿ ( ).22 xf  
Òîãäà, êàê íåòðóäíî óâèäåòü, óñëîâíûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè 

( ) ( ) ( )( ),1exp1, 122211 xxxxxg +-+=    ( ) ( ) ( )( )211212 1exp1, xxxxxg +-+=  

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïëîòíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.  
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 1f  ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì 1x  ïî 

íàáîðó òî÷åê ,,..., )500()1500( Nxx ++  ïîñòðîåííûõ ïðè ïîìîùè ãèááñîâñêîãî âûáîðà (êàê è 
â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ ïåðâûå 500 òî÷åê èãíîðèðóþòñÿ), èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå 
âûðàæåíèå: 

(18)   ( ) ( ).,1ˆ
1

)500(
21111 е =

+=
N

n
nxxg

N
xf  

Ïîñêîëüêó  

( ) ( ) ,),(
0 22221111 т
Ґ

= dxxfxxgxf  

à ïðàâàÿ ÷àñòü â (18) – ýòî ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî 
ðàâåíñòâà. Ïðåèìóùåñòâà òàêîãî ïîäõîäà ê íàõîæäåíèþ ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè ïëîò-

íîñòè ïåðåä ïðÿìûì ïîäõîäîì, êîãäà ðàñ÷åòû ïðîèçâîäèëèñü áû ïî ,,..., )500(
1

)1500(
1

Nxx ++  
îáúÿñíÿþòñÿ, íàïðèìåð, â [6]. 

Â òàáë. 4 ïðè ðàçëè÷íûõ N  ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ  

( ) ( ) ,ˆmax 1111
1

xfxf
Qx

-
О

 

ãäå ìíîæåñòâî Q  ñîñòîèò èç òî÷åê jЧ04,0  ïðè ;100,...,1=j  ôóíêöèÿ 1f  îïðåäåëÿåòñÿ 

ïî ôîðìóëå (17), à ôóíêöèÿ 1̂f  – ïî ôîðìóëå (18); ïðèíèìàåòñÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå 

).5,0,5,0()0( =x  
Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè óëó÷øàåòñÿ ñ óâåëè÷å-

íèåì .N  
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Òàáëèöà 4.  
Òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè  

ïðè èñïîëüçîâàíèè ãèááñîâñêîãî âûáîðà 

500=N  5000=N  50000=N  500000=N  

0,01875 0,00554 0,00360 0,00024 

 
* * 
* 
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