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Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìîäåëåé ìåæâðåìåííîãî ðàâíî-

âåñèÿ. Ðàññìîòðåíû äâå ìîäåëè ýêîíîìèêè, â êîòîðûõ äåéñòâóþò äâà 
àãåíòà: ôèðìà-ïðîèçâîäèòåëü è ñîáñòâåííèê-ïîòðåáèòåëü, àãðåãèðîâàííî 
ïðåäñòàâëÿþùèå ïðîèçâîäñòâåííóþ è íåïðîèçâîäñòâåííóþ ñôåðû ýêî-
íîìèêè. Îñíîâíîå îòëè÷èå ìîäåëåé – îïèñàíèå ìåõàíèçìà ïðèâëå÷å-
íèÿ ôèðìîé ñðåäñòâ ñîáñòâåííèêà. Öåëü ðàáîòû – èçó÷åíèå âîïðîñà 
îá ýôôåêòèâíîñòè ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî 
èç àãåíòîâ ïîñòàâëåíû óñëîâèÿ ðîñòà åãî êàïèòàëà. Ïîëó÷åíî ïîëíîå 
ðåøåíèå îáåèõ çàäà÷ ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Èññëåäîâàíà 
âîçìîæíîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðè áåñêîíå÷-
íîì ãîðèçîíòå ïëàíèðîâàíèÿ â çàäà÷å ñ êîíå÷íûì ãîðèçîíòîì. 
 

Ââåäåíèå 
 
Â äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ýêîíîìèêè, âêëþ÷àþùèõ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîí-

íûõ çàäà÷ äëÿ âñåãî õîçÿéñòâà èëè äëÿ îòäåëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ àãåíòîâ, âñåãäà 
âñòàåò ïðîáëåìà çàäàíèÿ òåðìèíàëüíûõ óñëîâèé, ò.å. òðåáîâàíèé ê çíà÷åíèÿì ïëà-
íèðóåìûõ ïåðåìåííûõ çà ïðåäåëàìè ãîðèçîíòà ïëàíèðîâàíèÿ. Â òåîðèè ýòà ïðî-
áëåìà îáû÷íî ðåøàåòñÿ ïåðåõîäîì ê áåñêîíå÷íîìó ãîðèçîíòó ïëàíèðîâàíèÿ è äî-
êàçàòåëüñòâîì ìàãèñòðàëüíûõ ñâîéñòâ ìîäåëè [18, V. 2, Chap. 26]. Îäíàêî äëÿ ïðè-
êëàäíûõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî, çàäà÷è 
íàäî ñòàâèòü íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå. Äà è â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ïåðå-
õîä ê áåñêîíå÷íîìó ãîðèçîíòó ïëàíèðîâàíèÿ ÷àñòî òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîé ïî-
ñòàíîâêè çàäà÷è íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå.  

Îáû÷íî (ñì., íàïðèìåð, [4]) â êà÷åñòâå òåðìèíàëüíûõ óñëîâèé ñòàâÿòñÿ îã-
ðàíè÷åíèÿ ñíèçó íà âåëè÷èíó íåêèõ àêòèâîâ, òðåáóþùèõñÿ äëÿ ïðîäîëæåíèÿ äå-
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ÿòåëüíîñòè çà ãîðèçîíòîì ïëàíèðîâàíèÿ. Îäíàêî òàêèå òðåáîâàíèÿ âñåãäà âûãëÿ-
äÿò äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî è îáû÷íî òðåáóþò îïðåäåëåííîé ïîäãîíêè, ÷òîáû èñ-
êëþ÷èòü íååñòåñòâåííûå ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, åñëè â çàäà÷å åñòü ýëåìåíòû ôè-
íàíñîâîãî ïëàíèðîâàíèÿ, òî òðåáóåòñÿ íå òîëüêî îãðàíè÷èâàòü ñíèçó àêòèâû, íî è 
îãðàíè÷èâàòü ñâåðõó ïàññèâû, ÷òîáû èçáåæàòü ðåøåíèé, ïîðîæäàþùèõ «ôèíàí-
ñîâóþ ïèðàìèäó» (no ponci game condition [19]). Èñïîëüçîâàëèñü è áîëåå ñëîæíûå 
êîíñòðóêöèè òåðìèíàëüíûõ óñëîâèé â ôîðìå òðåáîâàíèé íà óïðîùåííóþ àñèì-
ïòîòèêó ðåøåíèÿ çà ïðåäåëàìè ãîðèçîíòà ïëàíèðîâàíèÿ [8, 7, 9, 5, 10]. Ñâîåîá-
ðàçíûì âûõîäîì èç óêàçàííîãî çàòðóäíåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü è ïîïóëÿðíóþ â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ êîíñòðóêöèþ ìîäåëåé ñ ïåðåêðûâàþùèìèñÿ ïîêîëåíèÿìè [11, 1].  

Íåäàâíî â [14] áûëè ïðåäëîæåíû è óæå óñïåøíî îïðîáîâàíû íà ïðàêòèêå 
åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ðîñòà êàïèòàëà. Ïîä êàïèòàëîì â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå, êàê è â [14, 13], ïîíèìàþòñÿ íå îñíîâíûå ôîíäû (fixed capital), à ñîáñòâåí-
íûå ñðåäñòâà (own capital) èëè, èíà÷å, ÷èñòûå àêòèâû (net assets). Âàæíî, ÷òî ïðè 
ìîäåëèðîâàíèè îöåíêó ÷èñòûõ àêòèâîâ ìîæíî ïîëó÷àòü íå ïî áóõãàëòåðñêèì ïðà-
âèëàì, à ôîðìàëüíî, êàê íîðìèðîâàííûé ïåðâûé èíòåãðàë ïîëÿ ýêñòðåìàëåé, îò-
âå÷àþùèé ìàñøòàáíîé ñèììåòðèè çàäà÷è [14, 13]. Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçàíî â [13] 
îñíîâíûå áóõãàëòåðñêèå ïðàâèëà èñ÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ, â ÷àñòíîñòè ïðà-
âèëà ïåðåîöåíêè àêòèâîâ, îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè àâòîìàòè÷åñêè. Îãðàíè÷å-
íèå ñíèçó íà ÷èñòûå àêòèâû òàêæå èñêëþ÷àåò ðåøåíèÿ òèïà ôèíàíñîâîé ïèðà-
ìèäû. Îäíàêî â [14] óñëîâèå ðîñòà êàïèòàëà èñïîëüçîâàëîñü êàê ÷èñòî ýâðèñòè÷å-
ñêèé ïðèåì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäïðèíÿòî òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå óñëîâèÿ 
ðîñòà êàïèòàëà íà ïðèìåðå ïðîñòîé ëèíåéíîé ìîäåëè ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ.  

Ìîäåëü ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ [19, 14, 13] ïðåäïîëàãàåò, ÷òî îïèñûâàå-
ìûå ýêîíîìè÷åñêèå àãåíòû â ïðîöåññå ïëàíèðîâàíèÿ èñïîëüçóþò, à â ïðîöåññå 
âçàèìîäåéñòâèÿ ñîãëàñóþò íå òîëüêî òåêóùèå, íî è áóäóùèå çíà÷åíèÿ èíôîðìàöè-
îííûõ ïåðåìåííûõ (öåí, ïðîöåíòîâ, êóðñîâ è ò.ï.). Â îáùåì ñëó÷àå, äåòåðìèíèðî-
âàííàÿ ìîäåëü ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ ñòðîèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå [14, 13]: 

• âûäåëÿåòñÿ íåêîòîðûé íàáîð ýêîíîìè÷åñêèõ àãåíòîâ, êàæäûé èç êîòî-
ðûõ îïðåäåëÿåò òåêóùèå è áóäóùèå ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå íà ìàòåðèàëüíûå áëà-
ãà è ôèíàíñîâûå èíñòðóìåíòû òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîé ôóíêöèîíàë ïî-
ëåçíîñòè ïðè ïðèñóùèõ àãåíòó òåõíîëîãè÷åñêèõ è èíñòèòóöèîíàëüíûõ îãðàíè÷å-
íèÿõ è ïðè èçâåñòíûõ òåêóùèõ è áóäóùèõ çíà÷åíèÿõ èíôîðìàöèîííûõ ïåðåìåí-
íûõ, çàäàííûõ êàê ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè âðåìåíè;  

• ôàêòè÷åñêîå ïðîèçâîäñòâî è ðàñïðåäåëåíèå áëàã, à òàêæå ôàêòè÷åñêèå 
çíà÷åíèÿ èíôîðìàöèîííûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ñïðîñà 
è ïðåäëîæåíèÿ â òåêóùèé è âñå áóäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè.  

Çäåñü íå ìåñòî îáñóæäàòü âîïðîñ î ðåàëèñòè÷íîñòè ïðåäïîñûëîê êîíöåïöèè 
ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî à) ìîäåëü ìåæâðåìåííîãî ðàâíî-
âåñèÿ ïîçâîëÿåò äàòü ïîëíîñòüþ ñàìîñîãëàñîâàííûé ïðîãíîç êîíúþíêòóðû; á) ìî-
äåëè ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäî-
âàíèÿõ [19]; â) êàê îêàçàëîñü, ìîäåëü ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ ìîæåò îïèñûâàòü 
è ðåàëüíûå ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â ðîññèéñêîé ýêîíîìèêå [13]. Çàìåòèì åùå, ÷òî 
ðåàëèñòè÷íûå ìàêðîìîäåëè ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷àþòñÿ, êîãäà ìîäåëü-
íûå àãåíòû ïðåäñòàâëÿþò íå îòäåëüíûõ õîçÿéñòâóþùèõ ñóáúåêòîâ, à èõ áîëüøèå 
ñîâîêóïíîñòè, íàïðèìåð âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé îòðàñëè.  

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ðàññìîòðåííàÿ â [3] îäíîïðîäóêòîâàÿ ìî-
äåëü ýêîíîìèêè, â êîòîðîé äåéñòâóþò äâà àãåíòà: ôèðìà-ïðîèçâîäèòåëü è ñîáñòâåí-
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íèê-ïîòðåáèòåëü, àãðåãèðîâàííî ïðåäñòàâëÿþùèå ïðîèçâîäñòâåííóþ è íåïðîèç-
âîäñòâåííóþ ñôåðû ýêîíîìèêè. Ïðåèìóùåñòâî ýòîé ìîäåëè â òîì, ÷òî áëàãîäàðÿ 
ñèëüíî óïðîùåííîìó îïèñàíèþ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â íåé óäàåòñÿ àíàëèòè-
÷åñêè èññëåäîâàòü íå òîëüêî ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû, íî è ïåðåõîäíûå ïðîöåññû.  

Öåëü ðàáîòû – èçó÷åíèå âîïðîñà îá ýôôåêòèâíîñòè ìåæâðåìåííîãî ðàâíî-
âåñèÿ, â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî èç àãåíòîâ ïîñòàâëåíû óñëîâèÿ ðîñòà åãî êàïèòàëà. 
Äëÿ ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé â [3], îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ îòðè-
öàòåëüíûì. Óñëîâèÿ ðîñòà êàïèòàëà ïîçâîëÿþò âîñïðîèçâåñòè îïòèìàëüíóþ ïî 
ïîòðåáëåíèþ òðàåêòîðèþ êàê òðàåêòîðèþ ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ òîëüêî íà 
êîíå÷íîì îòðåçêå âðåìåíè.  

Â [13] ïîêàçàíî, îäíàêî, ÷òî óïîìÿíóòàÿ âûøå âåëè÷èíà êàïèòàëà ïîçâîëÿåò 
ïî-íîâîìó îïèñàòü ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ñîáñòâåííèêà è ôèðìû, íàõîäÿùåéñÿ 
â åãî ñîáñòâåííîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ îäíîïðîäóêòîâîé ìîäåëè ýêî-
íîìèêè ñ äâóìÿ àãåíòàìè ïðîâîäèòñÿ â ðàçä. 4. Â ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè òðàåê-
òîðèè ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì ïëàíèðîâàíèÿ îêàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè ïî ïî-
òðåáëåíèþ è èõ ìîæíî âîñïðîèçâåñòè â ìîäåëè ñ êîíå÷íûì ãîðèçîíòîì ïëàíèðî-
âàíèÿ, åñëè ïîäõîäÿùèì îáðàçîì çàäàòü ñðåäíèå òåìïû ðîñòà êàïèòàëîâ àãåíòîâ. 

 
1. Ìîäåëü ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ  

ñ óñëîâèÿìè ðîñòà êàïèòàëà 
 

1.1. Îïèñàíèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ýêîíîìèêè 
 
Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ðûíî÷íóþ ýêîíîìèêó áåç ó÷àñòèÿ ãîñóäàðñòâà, â êî-

òîðîé ïðîèçâîäèòñÿ åäèíñòâåííûé îäíîðîäíûé ïðîäóêò, êîòîðûé ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàí íà ïîòðåáëåíèå è íàêîïëåíèå. Åäèíñòâåííûì ôàêòîðîì ïðîèçâîäñòâà 
ñëóæàò êàïèòàëüíûå çàòðàòû ýòîãî æå ïðîäóêòà. Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñ÷è-
òàåòñÿ ëèíåéíîé, à êàïèòàëüíûå çàòðàòû – îáðàòèìûìè. Ôóíêöèîíèðîâàíèå ýêî-
íîìèêè îïèñûâàåòñÿ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè2), ïðè÷åì âðåìåííîå ðàâíîâåñèå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ íà êîíå÷íîì ïåðèîäå âðåìåíè [0, Ò]. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûå ìî-
äåëè ëèíåéíû, ôàêòè÷åñêè òîò æå ðåçóëüòàò, òîëüêî â áîëåå ãðîìîçäêîé ôîðìå 
ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïåðåéòè ê äèñêðåòíîìó îïèñàíèþ, çàìåíèâ ïðîèçâîäíûå ïî âðå-
ìåíè ïðèðàùåíèÿìè, à èíòåãðàëû – ñóììàìè.  

Â îïèñàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îñíîâíîé ìàêðîýêîíîìè÷åñêèé áàëàíñ ïðèîá-
ðåòàåò âèä  

(1.1)         ( ) ( ) ( )dY t C t b Y t
dt

= + ,  

ãäå ( )Y t  – ðåàëüíûé ÂÂÏ, ( )C t  – ðåàëüíîå ïîòðåáëåíèå, ( )db Y t
dt

 – ðåàëüíûå èí-

âåñòèöèè. Èíâåñòèöèè îáåñïå÷èâàþò ïðèðîñò âûïóñêà, à èõ ýôôåêòèâíîñòü õàðàê-

                                                 
2) Íåïðåðûâíîå âðåìÿ çäåñü ìû èñïîëüçóåì èñêëþ÷èòåëüíî ïîòîìó, ÷òî ðàáîòàòü ñ èí-

òåãðàëàìè ïðîùå, ÷åì ñ ñóììàìè, à êîíå÷íûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ êîìïàêòíåå è íàãëÿä-
íåå. Â ïîñòàíîâêàõ çàäà÷ è ðåçóëüòàòàõ ïðîèçâîäíûå è èíòåãðàëû ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîñòî 
ñîêðàùåííûìè îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ ðàçíîñòåé è ñóìì.  
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òåðèçóåòñÿ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì ïðèðîñòíîé ôîíäîåìêîñòè b. Â Ïðèëî-
æåíèè ïîêàçàíî, êàê ñîãëàñîâàòü ýòî îïèñàíèå ñî ñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ ýêîíîìè-
÷åñêîãî ðîñòà. Îáðàòèì òîëüêî âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè ïðèíÿòîì îïèñàíèè âû-
ïóñê ( )Y t  îêàçûâàåòñÿ ôàçîâîé ïåðåìåííîé – ôàêòè÷åñêè ïðîèçâîäñòâåííîé ìîù-
íîñòüþ, – òàê ÷òî äëÿ íåãî äîëæíî áûòü çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå. 

Îáðàòèìîñòü êàïèòàëîâëîæåíèé îçíà÷àåò, ÷òî ìû äîïóñêàåì îòðèöàòåëü-

íûå çíà÷åíèÿ ( )db Y t
dt

, ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè, ñîçäàííûå 

çà ñ÷åò êàïèòàëüíûõ çàòðàò, ìîãóò áûòü ìãíîâåííî è áåç ïîòåðü ïðåâðàùåíû îá-
ðàòíî â ïðîäóêò, èç êîòîðîãî áûëè ñîçäàíû. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñèëüíî óïðîùàåò 
ìîäåëü, ïîñêîëüêó èñêëþ÷àåò ïåðåêëþ÷åíèå îïòèìàëüíûõ ðåæèìîâ íàêîïëåíèÿ â 
êîíöå ïëàíîâîãî ïåðèîäà. Ïîñêîëüêó ýòîò êîíåö ñîâåðøåííî óñëîâíûé, à íà áîëü-
øåé ÷àñòè òðàåêòîðèè, èíâåñòèöèè îêàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, òàêîå óïðîùå-
íèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå äîïóñòèìûì.  

Îáúåì ïðîèçâîäñòâà, ïîòðåáëåíèÿ è íàêîïëåíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè 
îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ àãåíòàìè: ïîòðåáèòåëåì-ñîáñòâåííèêîì è ôèðìîé-ïðîèçâî-
äèòåëåì. Àãåíòû âçàèìîäåéñòâóþò íà äâóõ ðûíêàõ: òîâàðíîì ðûíêå, íà êîòîðîì 
ïðîèçâåäåííûé ôèðìîé ïðîäóêò äåëèòñÿ íà ïîòðåáëåíèå è íàêîïëåíèå, è ôîíäî-
âîì ðûíêå, ãäå îïðåäåëÿþòñÿ ñáåðåæåíèÿ, èíâåñòèöèè è äîõîäû ïîòðåáèòåëÿ. 

Ïðîèçâîäñòâî è êàïèòàëüíûå çàòðàòû îñóùåñòâëÿåò ôèðìà. Ôèðìà ðàñïî-
ëàãàåò íåîòðèöàòåëüíûì çàïàñîì äåíåã )(tW  è èìååò îáÿçàòåëüñòâà ïåðåä ñîáñò-

âåííèêàìè (àêöèè) â îáúåìå )(tA , ïî êîòîðûì îíà âûïëà÷èâàåò äèâèäåíäû â ñóì-

ìå )(tZ  â åäèíèöó âðåìåíè. Ñðåäñòâà íà èíâåñòèöèè è âûïëàòó äèâèäåíäîâ ïðè-

íîñèò ïðîäàæà ïðîèçâåäåííîãî ïðîäóêòà )(tY  ïî öåíå )(tp  íà òîâàðíîì ðûíêå, à 

òàêæå ïðîäàæà âûïóùåííûõ àêöèé )(tA
dt
d

 íà ôîíäîâîì ðûíêå ïî êóðñó )(ts . Â ðå-

çóëüòàòå çàïàñ äåíåã ôèðìû èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíè-
åì ôèíàíñîâîãî áàëàíñà  

(1.2)      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d dW t p t Y t Z t s t A t p t b Y t
dt dt dt

   = − + −   
   

.  

Ñîáñòâåííèê-ïîòðåáèòåëü, êîòîðûé â ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåò âñþ ñîâîêóïíîñòü 
äîìàøíèõ õîçÿéñòâ â ýêîíîìèêå, ðàñïîëàãàåò íåîòðèöàòåëüíûìè çàïàñàìè äåíåã 

)(tM  è àêöèé )(tS . Êàæäàÿ àêöèÿ ïðèíîñèò â åäèíèöó âðåìåíè äîõîä )(tr . Íà ïî-
ëó÷åííûå äîõîäû ñîáñòâåííèê ïðèîáðåòàåò íà òîâàðíîì ðûíêå ïîòðåáèòåëüñêèé 

ïðîäóêò )(tC  ïî öåíå )(tp , à íà ôîíäîâîì ðûíêå íîâûå àêöèè )(tS
dt
d

 ïî êóðñó )(ts . 

Ïîýòîìó èçìåíåíèå çàïàñà äåíåã ó ñîáñòâåííèêà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ôèíàí-
ñîâîãî áàëàíñà  

(1.3)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d dM t r t S t s t S t p t C t
dt dt

 = − − 
 

.  
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Ïîñêîëüêó, êðîìå ñîáñòâåííèêà, äðóãèõ äåðæàòåëåé àêöèé â ðàññìàòðèâàå-
ìîé ýêîíîìèêå íåò, ñîáñòâåííèê äîëæåí ñêóïèòü âñå âûïóùåííûå ôèðìîé àêöèè 

(1.4)    ( ) ( )S t A t= ,  

à âñå âûïëà÷åííûå ôèðìîé äèâèäåíäû äîëæíû áûòü ðàñïðåäåëåíû ïî ýòèì àê-
öèÿì 

(1.5)  ( ) ( ) ( )r t S t Z t= .  

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ôèíàíñîâûõ áàëàíñîâ (1.2), (1.3) â ñèëó (1.1), (1.4), (1.5) 
ñëåäóåò òîæäåñòâî (çàêîí Âàëüðàñà) 

(1.6)  ( ) ( ) 0d dM t W t
dt dt

+ = ,  

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ñóììàðíûé çàïàñ äåíåã ó àãåíòîâ íå ìåíÿåòñÿ.  
Çàïàñû äåíåã àãåíòàì â ìîäåëè ïî ñóùåñòâó íå íóæíû (äåíüãè âïîëíå ëèê-

âèäíû). Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü íà÷àëüíûå çàïàñû )0(M  è )0(W  ðàâíûìè 0. 

Òîãäà èç òîæäåñòâà (1.6) è òðåáîâàíèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè )(tM  è )(tW  ïîëó÷èò-
ñÿ, ÷òî  

(1.7) 0)( =tM ,  0)( =tW  ïðè âñåõ ].,0[ Tt ∈   

Òåì íå ìåíåå ïðè àíàëèçå çàäà÷ ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðûõ àãåí-
òû ïëàíèðóþò ñâîè çàïàñû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, óäîáíåå èñïîëüçîâàòü áà-
ëàíñû â îáùåé ôîðìå (1.2), (1.3), à ñîîòíîøåíèå (1.7) ðàññìàòðèâàòü êàê îäíî èç 
óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ ïëàíîâ àãåíòîâ. 

 
1.2. Îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ôèðìû 

 
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôèðìà äåéñòâóåò â èíòåðåñàõ àêöèîíåðîâ, ñòðåìÿñü 

ìàêñèìèçèðîâàòü ïîëåçíîñòü èõ áóäóùèõ ðåàëüíûõ äîõîäîâ )(tR .  

(1.8)     
0

( ( )) max
T

tV R t e dt−∆ →∫ ,  

ãäå ∆  – ïðåäïî÷òåíèå âðåìåíè, à 

(1.9)     ( )( )
( )

Z tR t
p t

= .  

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè )(⋅V  ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ ñ ïîñòîÿí-
íûì îòíîñèòåëüíûì îòâðàùåíèåì ê ðèñêó (CRRA): 

(1.10) 
(1 )

( )
1

BRV R
B

−

=
−

,  ïðè  1≠B ; ( ) ln( )V R R=   ïðè  1=B ,  

ãäå 0>B  – îòíîñèòåëüíîå îòâðàùåíèå ê ðèñêó ïî Ýððîó – Ïðàòòó. 
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Âåëè÷èíû  

(1.11)  ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0A t W t Y t Z t≥ ≥ ≥ ≥ .  

ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ  

(1.12)  (0) 0, (0) 0, (0) 0W A Y= ≥ ≥ ,  

ôèðìà ìîæåò ïëàíèðîâàòü ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ â ðàìêàõ áàëàíñà (1.2) íà èí-
òåðâàëå [0, Ò]. Â ÷àñòíîñòè, ìû íå íàêëàäûâàåì îãðàíè÷åíèé íà öåëåâîå èñïîëü-
çîâàíèå ñðåäñòâ îò ïðîäàæè àêöèé è, òàêèì îáðàçîì, íå èñêëþ÷àåì âîçìîæíîñòè 
îðãàíèçàöèè «ïèðàìèäû»: âûïëàòû äèâèäåíäîâ ïî ñòàðûì àêöèÿì çà ñ÷åò ïðîäà-

æè íîâûõ. Êðîìå òîãî, äîïóñêàåòñÿ ñêóïêà ôèðìîé ñîáñòâåííûõ àêöèé ( ( ) 0d A t
dt

< ).  

×òî ïðîèñõîäèò ïîñëå ìîìåíòà Т, íàñ íå èíòåðåñóåò. Îäíàêî ìû áóäåì òðå-
áîâàòü, ÷òîáû ôàçîâûå ïåðåìåííûå â êîíöå ïðîöåññà óäîâëåòâîðÿëè ëèíåéíîìó 
òåðìèíàëüíîìó îãðàíè÷åíèþ  

(1.13) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( (0) (0) (0) (0) (0))A Y W A YW T a T A T a T Y T W a A a Y+ + ≥ γ + + .  

Óñëîâèå (1.13) – ýòî åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ôèðìû â 
äàííîé ìîäåëè îò åãî îïèñàíèÿ â ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé â [3], ãäå èñïîëüçîâàëñÿ 
÷àñòíûé ñëó÷àé ïðè 0Wγ = . (Åñëè ñîâñåì íå íàêëàäûâàòü òåðìèíàëüíûõ îãðàíè-
÷åíèé, çàäà÷à ôèðìû íå áóäåò èìåòü ðåøåíèé ñ «õîðîøèìè» äâîéñòâåííûìè ïå-
ðåìåííûìè.) Óñëîâèå (1.13) – ýòî è åñòü óïîìèíàâøååñÿ âî ââåäåíèè óñëîâèå ðîñ-
òà êàïèòàëà. Ìû, îäíàêî, íå ìîæåì ñòàâèòü åãî â ÿâíîì âèäå, ïîñêîëüêó âûðàæå-
íèå äëÿ êàïèòàëà âûÿñíÿåòñÿ òîëüêî â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïîýòîìó â íà-
÷àëå ìû ñòàâèì óñëîâèå ðîñòà íåêîé ëèíåéíîé ôîðìû ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A YW t a t A t a t Y t+ + , à ïîòîì ïðèäàåì êîýôôèöèåíòàì ýòîé ôîðìû ñîãëàñî-
âàííûå çíà÷åíèÿ.   

Â ýòîé ïðîöåäóðå, ïî ñóùåñòâó, íåò ïðîèçâîëà. Êàê ìû óâèäèì íèæå, äëÿ 
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ôèðìû íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû ( )Aa T , ( )Ya T  â (1.13) 

îïðåäåëåííûì îáðàçîì âûðàæàëèñü ÷åðåç èíôîðìàöèîííûå ïåðåìåííûå )(Tp  è 

)(Ts . Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî (0)Aa , (0)Ya  òàêèì æå îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç )0(p  

è ),0(s  òî óñëîâèå (1.13) ïðåâðàòèòñÿ â óñëîâèå ðîñòà êàïèòàëà ôèðìû.  

Çàäà÷à ôèðìû – ýòî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.8) ïðè îãðàíè÷å-
íèÿõ (1.9), (1.2), (1.11), (1.13). Åå ðåøåíèå äîëæíî îïðåäåëèòü  

• ïðåäëîæåíèå ïðîäóêòà )(tY  è ñïðîñ íà ôîíäîîáðàçóþùèé ïðîäóêò )(tY
dt
d

b  

íà òîâàðíîì ðûíêå;  
• ïðåäëîæåíèå àêöèé )(tA

 
íà ôîíäîâîì ðûíêå; 

• ïëàí âûïëàòû äèâèäåíäîâ )(tZ ; 

• ñïðîñ ôèðìû íà äåíüãè )(tW  

â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ],0[ Tt ∈  â çàâèñèìîñòè îò ïðîãíîçà öåíû )(tp  è êóðñà 

àêöèé )(ts  íà âåñü ïåðèîä [0, Ò]. 
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1.3. Îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííèêà 
 
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííèê âåäåò ñåáÿ ðàöèîíàëüíî. Îí ñòðåìèòñÿ ìàê-

ñèìèçèðîâàòü ïîëåçíîñòü ñâîåãî áóäóùåãî ðåàëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ )(tC . 

(1.14)     
0

( ( )) max
T

tU C t e dt−δ →∫ ; 
(1 )

( )
1
CU C

−β

=
− β  

ïðè 1в ≠ ,  

    ( ) ln( )U C C=  ïðè 1в = ,  

ãäå δ – ïðåäïî÷òåíèå âðåìåíè, à β – îòâðàùåíèå ê ðèñêó. 
Ñîáñòâåííèê ðåøàåò çàäà÷ó (1.14) çà ñ÷åò âûáîðà âåëè÷èí  

(1.15)     ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0M t S t C t≥ ≥ ≥   

â ðàìêàõ áàëàíñà (1.3) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ  

(1.16)     (0) 0, (0) 0M S= ≥ .  

Êàê è â çàäà÷ó ôèðìû, â çàäà÷ó ñîáñòâåííèêà ìû âêëþ÷àåì ëèíåéíîå òåð-
ìèíàëüíîå óñëîâèå îáùåãî âèäà  

(1.17)    ( ) ( ) ( ) ( (0) (0) (0))S M SM T a T S T M a S+ ≥ γ + .  

Ýòî îãðàíè÷åíèå ïîäîáíî (1.13). Îíî îòëè÷àåò îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåí-
íèêà â äàííîé ðàáîòå îò îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííèêà â ðàáîòå [3]. Îãðàíè-
÷åíèå (1.17) ïðåâðàùàåòñÿ â óñëîâèå ðîñòà êàïèòàëà ñîáñòâåííèêà, åñëè âûðàçèòü 
êîýôôèöèåíò ( )Sa t  ÷åðåç èíôîðìàöèîííûå ïåðåìåííûå òàê, êàê ýòîãî òðåáóþò â 

ìîìåíò Tt =  óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è. 
Çàäà÷à ñîáñòâåííèêà – ýòî, ïî ñóòè, ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à âûáîðà îïòèìàëü-

íîãî ðàçäåëåíèÿ äîõîäà íà ïîòðåáëåíèå è íàêîïëåíèå. Èìåííî ýòî – çàäà÷à îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.14) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1.15), (1.3), (1.17). Åå ðåøåíèå 
çàäàåò  

• ñïðîñ íà ïîòðåáèòåëüñêèé ïðîäóêò )(tC  íà òîâàðíîì ðûíêå;  

• ñïðîñ íà àêöèè )(tS  íà ôîíäîâîì ðûíêå; 

• ñïðîñ ñîáñòâåííèêà íà äåíüãè )(tM  

â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ],0[ Tt ∈  â çàâèñèìîñòè îò ïðîãíîçà öåíû )(tp , äîõîä-
íîñòè )(tr  è êóðñà àêöèé )(ts  íà âåñü ïåðèîä [0, Ò]. 

 
1.4. Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ 

 
Ãëàâíîå ïðåäïîëîæåíèå ìîäåëè ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ ñîñòîèò â òîì, 

÷òî ïðîãíîçû è ïëàíû àãåíòîâ îïðàâäûâàþòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî öåíó 
è êóðñ àãåíòû ïðîãíîçèðóþò îäèíàêîâî, ÷òî ìû íåÿâíî óæå ïðåäïîëàãàëè âûøå, 
êîãäà îäèíàêîâî îáîçíà÷àëè öåíó è êóðñ â çàäà÷àõ ôèðìû è ñîáñòâåííèêà. Âî-âòî-
ðûõ, îïðàâäàíèå ïëàíîâ îçíà÷àåò, ÷òî ïëàíû àãåíòîâ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-
íèÿì áàëàíñîâ (1.1), (1.4), (1.5). 
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Ñîäåðæàòåëüíî ýòè áàëàíñû îïèñûâàþò ðåçóëüòàòû âçàèìîäåéñòâèÿ àãåí-
òîâ â ðàìêàõ îïðåäåëåííûõ èíñòèòóòîâ. Áàëàíñ (1.1) îçíà÷àåò âûðàâíèâàíèå 
ïðåäëîæåíèÿ ïðîäóêòà ôèðìîé )(tY  è ñïðîñà íà ïîòðåáèòåëüñêèé ïðîäóêò ñî ñòî-

ðîíû ñîáñòâåííèêà )(tC , à òàêæå ñïðîñà íà ôîíäîîáðàçóþùèé ïðîäóêò )(tY
dt
d

b  

ñî ñòîðîíû ôèðìû â ïðîöåññå îáìåíà ïðîäóêòà íà äåíüãè íà òîâàðíîì ðûíêå. 
Àíàëîãè÷íî áàëàíñ (1.4) îïèñûâàåò ðåçóëüòàò âûðàâíèâàíèÿ ñïðîñà ñîáñòâåííèêà 
íà àêöèè )(tS  è ïðåäëîæåíèÿ àêöèé ôèðìîé )(tA  â ïðîöåññå îáìåíà àêöèé íà 
äåíüãè íà ôîíäîâîì ðûíêå. 

Îñîáî ñëåäóåò îñòàíîâèòüñÿ íà áàëàíñå (1.5). Îí òîæå îïèñûâàåò ðåçóëüòàò 
âçàèìîäåéñòâèÿ àãåíòîâ, íî óæå íå îáìåíà, à ïåðåäà÷è äîõîäîâ ïî ïðàâó ñîáñò-
âåííîñòè. Åñëè áû ñîáñòâåííèê ó ôèðìû áûë ôàêòè÷åñêè îäèí, òî åñòåñòâåííåå 
áûëî áû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îí çíàåò íå äîõîäíîñòü )(tr , à ñàì ïîòîê äèâèäåíäîâ 

)(tZ . Äëÿ òàêèõ óñëîâèé èíôîðìèðîâàííîñòè ñîáñòâåííèêà òîæå ìîæíî ïîñòðî-
èòü ìîäåëü ðàâíîâåñèÿ, íî ðåçóëüòàò áóäåò èíîé, íåæåëè òîò, ÷òî èçëàãàåòñÿ íè-
æå. Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà ïðåäåëüíóþ àãðåãèðîâàííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé 
ìîäåëè, çàïèñûâàÿ ñîîòíîøåíèå (1.5), ìû âñå æå ó÷èòûâàåì ôàêòè÷åñêóþ ìíîæå-
ñòâåííîñòü ñîáñòâåííèêîâ è âîçìîæíîñòü òîðãîâàòü ïðàâàìè ñîáñòâåííîñòè. 

 
2. Ðåøåíèå çàäà÷è î ìåæâðåìåííîì ðàâíîâåñèè 

 
2.1. Ðåøåíèå çàäà÷è ôèðìû 

 
Ìåòîä ðåøåíèÿ òàêîé æå, êàê â [3] èëè íèæå â ðàçäåëå 4.3, ïîýòîìó çäåñü 

ïðåäñòàâèì ëèøü ðåçóëüòàòû.  
Çàäà÷à ôèðìû ðàçðåøèìà, òîëüêî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ A) – Ä).  
À) Èíôîðìàöèîííûå ïåðåìåííûå: êóðñ àêöèé )(ts  è öåíà )(tp  óäîâëåòâîðÿò 

ñîîòíîøåíèþ 

(2.1)        0

( )

( ) (0)

t
t u du
bs t s e e

ι∫
= , 1 1( ) ( )

( )
dt p t

p t dt b
ι = > − .  

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà òåìï èíôëÿöèè ( )tι  îçíà÷àåò, ÷òî íà ðàâíîâåñ-
íîé òðàåêòîðèè íå ìîæåò áûòü ñëèøêîì ñèëüíîé äåôëÿöèè. 

Á) Êîýôôèöèåíòû òåðìèíàëüíîãî óñëîâèÿ (1.13) ñîãëàñîâàííû ñ èíôîðìà-
öèîííûìè ïåðåìåííûìè:  

(2.2)  ( ) ( )Aa T s T= − ,  ( ) ( )Ya T p T b= .  

Íà âûáîð êîýôôèöèåíòîâ â ïðàâîé ÷àñòè (1.13) íèêàêèõ òðåáîâàíèé íå âîçíè-
êàåò, íî â ñâåòå ñîîòíîøåíèé (2.2) åñòåñòâåííî ïîëîæèòü (0) (0)Aa s= − , (0) (0)Ya p b= . 

Òîãäà òåðìèíàëüíîå îãðàíè÷åíèå çàäà÷è ôèðìû (êîòîðîå, êàê ïîêàçàíî â [3] âû-
ïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî) ïðèíèìàåò âèä 

(2.3)       ( ) (0)W W WTΩ = γ Ω ,  
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ãäå  

(2.4)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )W t W t p t bY t s t A tΩ = + − .  

Âåëè÷èíà ( )W tΩ  õàðàêòåðèçóåò ÷èñòûå àêòèâû (ñîáñòâåííûé êàïèòàë) ôèð-
ìû, à òåðìèíàëüíîå óñëîâèå (2.3) îêàçûâàåòñÿ óñëîâèåì íà èõ ðîñò.  

Â) Êîýôôèöèåíò òåðìèíàëüíîãî óñëîâèÿ Wγ  óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 

(2.5)  0
( )

0
TT u du

b
W e e

ι∫
≤ γ ≤ .  

Ã) (0) 0W = , ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (1.7).  
Ä) Íà÷àëüíûé êàïèòàë ôèðìû ïîëîæèòåëåí: 

(2.6)  (0) 0WΩ > .  

Ïðè çàäàíèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â âèäå (2.3) è âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.1), 
(2.5), (2.6) è (0) 0W =  çàäà÷à ôèðìû èìååò ðåøåíèå, íî îíî íå åäèíñòâåííî. Íà îï-
òèìàëüíîé òðàåêòîðèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïîòîê äèâèäåíäîâ 

(2.7)   
0

0

1 ( )

1
( )

1( ) (0) 1
1

t

t

b u dut
Bb

W
W b B TT u du

Bb b

b B e eZ t
Bb

e e e

− ∆ ι∫

− ∆−
ι∫

 
γ− ∆ −  = Ω −  −  

,   

âåëè÷èíà êàïèòàëà 

0

0

1
( )

1
( )

1( ) (0) 1 1
1

t

t

b Btt Bbu du
Wb

W W b B TT u du
Bb b

et e e
e e e

− ∆−

ι∫

− ∆−
ι∫

  
γ−  Ω = Ω − −    −   

, 

è çàïàñ äåíåã ( ) 0W t = . 
Âûïóñê æå ïðîäóêöèè )(tY  è ïðåäëîæåíèå àêöèé )(tA  ìîãóò áûòü ëþáûìè, 

óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ (2.4). Òàêîå ïîëîæåíèå äåë òèïè÷íî äëÿ ëèíåéíûõ 
çàäà÷ ñ íåîãðàíè÷åííûìè óïðàâëåíèÿìè: çàäà÷à ðàçðåøèìà òîëüêî ïðè îïðåäå-
ëåííîì ñîîòíîøåíèè êîýôôèöèåíòîâ, íî òîãäà åå ðåøåíèå íå åäèíñòâåííî. Ñ ýêî-
íîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ ïðîäóêòà è 
àêöèé ôèðìîé áåñêîíå÷íî ýëàñòè÷íû (ñì. [6]).  

Íà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå  

( ) ( ) ( ) ( )W W W
d t t t Z t
dt

Ω = ρ Ω − , 1( ) ( )W t t
b

ρ = + ι , 

ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë êîòîðîãî âïîëíå ïðîçðà÷åí. Ñîáñòâåííûé êàïèòàë ôèðìû ðàñ-
òåò çà ñ÷åò ñâîåé äîõîäíîñòè ( )W tρ  è óìåíüøàåòñÿ çà ñ÷åò ïîòîêà ðàñïðåäåëåíèÿ 

ïðèáûëè )(tZ . Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (Ï.7, ñì. Ïðèëîæåíèå), êîòîðîå 
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ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì äëÿ ïðåäåëüíîé äîõîäíîñòè êàïèòàëà, ðåàëüíàÿ 
äîõîäíîñòü ( ) ( ) 1/W t t bρ − ι = , êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëüíîé 

ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ ôîíäîâ (Ï.7, ñì. Ïðèëîæåíèå). 
 

2.2. Ðåøåíèå çàäà÷è ñîáñòâåííèêà 
 
Ìåòîä ðåøåíèÿ òàêîé æå, êàê â [3], èëè íèæå â ðàçäåëå  4.7. Çàäà÷à ñîáñò-

âåííèêà ðàçðåøèìà òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé A) – Ã).  
À) Êîýôôèöèåíòû òåðìèíàëüíîãî óñëîâèÿ (1.17) ñîãëàñîâàííû ñ èíôîðìà-

öèîííûìè ïåðåìåííûìè:  

( ) ( )Sa T s T= . 

Ñíîâà, ïîëàãàÿ ïî àíàëîãèè (0) (0)Sa s= , ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ òåðìèíàëü-
íîãî îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è ñîáñòâåííèêà â âèäå 

(2.8)  ( ) (0)M M MTΩ = γ Ω ,  

ãäå  

(2.9)  ( ) ( ) ( ) ( )M t M t s t S tΩ = +   

÷èñòûå àêòèâû ñîáñòâåííèêà. 
Á) Êîýôôèöèåíò òåðìèíàëüíîãî óñëîâèÿ Mγ  óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 

(2.10)  0 0

( )
( )( )0

T
Tr u Tdu u dus u b

M e e e
ι∫∫

≤ γ ≤ .  

Â) (0) 0M = , ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (1.7). 

Ã) Íà÷àëüíûé êàïèòàëà ñîáñòâåííèêà íåîòðèöàòåëåí3): 

(0) 0MΩ ≥ . 

Ïðè çàäàíèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â âèäå (2.8) ñ (2.10) è (0) 0M =  çàäà÷à ñîá-
ñòâåííèêà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 

0

0

0

( ) 1 ( )
( ) ( ) 1

( ) 1
( )

1
( ) ( ) 11 ( )
( ) ( ) ( )

0

(0)

( )

( )

T

t

u T

u

r u d s u du
s u s u dt

M M
r u bdu ts u b

r v r v dbT dv s v dvus v s v s v dtb

e

C t e e

p u e e e du

 
+ 

 

β − δ
β

β  − δ + 
 β

 ∫ Ω − γ     ∫   =      ∫ ∫ 
  
 

∫

,  

                                                 
3) Â îòëè÷èå îò çàäà÷è ôèðìû, â çàäà÷å ñîáñòâåííèêà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ïðè íóëå-

âîì íà÷àëüíîì êàïèòàëå, íî ýòî ðåøåíèå íåðåãóëÿðíîå â ñìûñëå [3]. Ïðè (0) 0MΩ =  ïîëó÷à-

åì, ÷òî ( ) 0C t = , è ýòî ðåøåíèå îïòèìàëüíî ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûì äî-
ïóñòèìûì. 
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где 0 0

1
( ) ( )1
( ) ( )

0

(0) (0)( ) (0)
(0)

u tr v r ubt dv duus v s ubp CS t S e e du e
s

−β
β − δ−β

β

 
  ∫ ∫  = −    
  

 

∫ , ( ) 0M t = .  

Íà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ 

(2.11) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )M M M
d t t t p t C t
dt

Ω = ρ Ω − , 1( ) ( ) ( )
( )M

dt r t s t
s t dt

ρ = + .  

Â ýêîíîìè÷åñêîé ïðàêòèêå íå ïðèíÿòî ïîäñ÷èòûâàòü ÷èñòûå àêòèâû àãåíòîâ-
ïîòðåáèòåëåé (äîìîõîçÿéñòâ, ãîñóäàðñòâà è ò.ä.). Ñîîòíîøåíèÿ (2.11), îäíàêî, ïî-
êàçûâàþò, ÷òî òåîðåòè÷åñêè òàêîé ïîäñ÷åò âïîëíå îñìûñëåí. ×èñòûå àêòèâû ñîá-
ñòâåííèêà ñíîâà ðàñòóò çà ñ÷åò äîõîäíîñòè ( )M tρ , êîòîðàÿ, êàê è äîëæíî áûòü äëÿ 

öåííûõ áóìàã, ñêëàäûâàåòñÿ èç íîðìû íîìèíàëüíûõ âûïëàò è òåìïà ðîñòà êóðñà. 
Óáûâàþò ÷èñòûå àêòèâû çà ñ÷åò ïîëåçíûõ ðàñõîäîâ ñîáñòâåííèêà, ò.å. ðàñõîäîâ, 
êîòîðûå îí ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü. Â äàííîì ñëó÷àå ïîëåçíûìè ÿâëÿþòñÿ 
ïîòðåáèòåëüñêèå ðàñõîäû ( ) ( )p t C t , è â ýòîì ñìûñëå, îíè â ðàìêàõ ìîäåëè âïîëíå 
àíàëîãè÷íû äèâèäåíäàì ôèðìû (ñð. (1.8) è (1.14)). 

 
2.3. Îïèñàíèå ðàâíîâåñèÿ 

 
Òðàåêòîðèè öåí )(tp , êóðñà àêöèé )(ts  è íîðìû äèâèäåíäîâ )(tr  äîëæíû îï-

ðåäåëèòñÿ èç áàëàíñîâ (1.1), (1.4), (1.5). Íî )(ts  óæå ñâÿçàíî ñ )(tp  ñîîòíîøåíèåì 
(2.1), êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â ðàâíîâåñèè, ÷òîáû ïðåäëîæåíèÿ ïðîäóêòà è 
àêöèé ôèðìîé ìîãëè áûòü ïîëîæèòåëüíûìè è êîíå÷íûìè. Ïîýòîìó ôàêòè÷åñêè 
èç óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíû )(tY  è )(tr . Âåëè÷èíà )(tp  îñòàåò-
ñÿ íåîïðåäåëåííîé, ïîñêîëüêó â ñèëó çàêîíà Âàëüðàñà îäíî èç óñëîâèé ðàâíîâå-
ñèÿ ñëåäóåò èç îñòàëüíûõ. 

Óäîáíî, êàê è â [6], ââåñòè âåëè÷èíó 

(2.12)   0

( )
( )( )

t r u du
s uG t e

∫
= . 

Äëÿ íåå ïîëó÷àåòñÿ çàìêíóòîå íåëèíåéíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå  

(2.13)       

( )

( )

11

0
11

0

1

1

( )
(0) ( ) 1

( )

1(0)
1

bt u
b

M M bT u
b

b Bt
Bb

W Wb BT
Bb

G t e du
d G t
dt

G t e du

b B e
Bb

e

− δ−β−β
ββ

− δ−β−β
ββ

− ∆−

− ∆−

 
 
 Ω − γ = 
  
 

− ∆ −
= Ω γ

−

∫

∫

,
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ãäå 

(2.14)        

0
( )

1 T
W

W T u du
be e

ι∫

γ
γ = − , 

0
( )

1
( )

T
M

M T u du
bG T e e

ι∫

γ
γ = − ,  

è íà÷àëüíîå óñëîâèå

   

  

(2.15)   (0) 1G = .  

Ñèñòåìà (2.13)–(2.15) ëåãêî ðåøàåòñÿ â ÷àñòíîì ñëó÷àå ëîãàðèôìè÷åñêîé ïî-
ëåçíîñòè ñîáñòâåííèêà, ò.å. ïðè 1β = . Âîïðîñ î åå ðàçðåøèìîñòè â îáùåì ñëó÷àå 
îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Óðàâíåíèå (2.13), ïðàâäà, ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó 
óðàâíåíèþ Àáåëÿ, íî îíî íå ðåøàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ [6].  

Îñòàëüíûå èñêîìûå âåëè÷èíû, êàê è â [6], âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå ñèñ-
òåìû (2.13)–(2.15) è ïðîèçâîëüíî çàäàííóþ òðàåêòîðèþ èçìåíåíèÿ öåí )(tp , óäîâ-
ëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâó â (2.1).  

(2.16)       ( )

( )

11

11

0

( )(0) (0)( )
(0)

( )

b t
b

M bT u
b

G t es SC t
p

G t e du

− δ
ββ

− δ−β−β
ββ

= γ

∫

,  

(2.17)       
( )

( )

11

0
11

0

( )
( ) (0) 1 ( )

( )

bt u
b

M bT u
b

G t e du
S t S G t

G t e du

− δ−β−β
ββ

− δ−β−β
ββ

 
 
 = − γ 
 
 
 

∫

∫

. 

 

(2.18)       

( )

( )

11

0
11

0

1

1

( )
(0)( ) ( ) 1
(0)

( )

(0) 11
(0)

1

bt u
b

t
M b

M bT u
b

b Btt Bb
W b

Wb BT
Bb

G t e du
Y t G t e

bp
G t e du

ee
bp e

− δ−β−β
ββ

− δ−β−β
ββ

− ∆−

− ∆−

 
 

Ω  = − γ + 
  
 

 
Ω − + − γ  − 

∫

∫

.

  

 
Ïî ñðàâíåíèþ ñ [6] â ýòè âûðàæåíèÿ äîïîëíèòåëüíî âõîäÿò âåëè÷èíû 

(2.14), äëÿ êîòîðûõ â ñèëó (2.5), (2.10) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà: 

(2.19)  0 1W≤ γ ≤ ,  0 1M≤ γ ≤ . 
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3. Ýôôåêòèâíîñòü ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ 
 

3.1. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïîòðåáëåíèÿ 
 
Òåïåðü ñðàâíèì ðàâíîâåñíóþ òðàåêòîðèþ ïîòðåáëåíèÿ ñ òîé òðàåêòîðèåé 

ïîòðåáëåíèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ, åñëè ñîáñòâåííèê ìîæåò íåïîñðåäñòâåííî ïëà-
íèðîâàòü ïðîèçâîäñòâî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèìè èíòåðåñàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ñîá-
ñòâåííèê ðåøàåò çàäà÷ó (1.14) çà ñ÷åò âûáîðà âåëè÷èí )(tC , )(tY  â ðàìêàõ áàëàí-

ñà (1.1) ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì óñëîâèè (0) 0Y ≥ . 
Òàêàÿ çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà â èíòåðåñàõ ïîòðåáèòåëÿ õîðîøî 

èçâåñòíà. Åå ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî, â ÷àñòíîñòè, â [3]. Çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà îá ýôôåêòèâíîñòè ðûíî÷íûõ ìåõàíèçìîâ ðåãó-
ëèðîâàíèÿ ýêîíîìèêè. Åñëè ðàâíîâåñèå äàåò òó æå òðàåêòîðèþ, ÷òî è èäåàëüíûé 
ïëàí, òî ðûíîê ýôôåêòèâåí, åñëè íåò, òî – íåò. Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè 0M Wγ = γ =  

ìåæâðåìåííîå ðàâíîâåñèå íåýôôåêòèâíî. Âûÿñíèì, ìîæíî ëè îáåñïå÷èòü ýôôåê-
òèâíîñòü âûáîðîì äðóãèõ çíà÷åíèé Mγ , Wγ  â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (2.3), (2.8).  

Ïðè ýòîì ïîñòàâèì áîëåå æåñòêèé êðèòåðèé ýôôåêòèâíîñòè. Ãîðèçîíò Т â 
çàäà÷å ïëàíèðîâàíèÿ – âåëè÷èíà ÷èñòî óñëîâíàÿ. Ðàçóìíûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò 
îæèäàòü, òîëüêî êîãäà îí äîñòàòî÷íî âåëèê. Ïîýòîìó áóäåì ñðàâíèâàòü ðàâíîâåñ-
íûå òðàåêòîðèè íà îòðåçêå [0, Т] c òðàåêòîðèÿìè ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ, 
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ðåøåíèé çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè ãî-
ðèçîíòà ïëàíèðîâàíèÿ ê áåñêîíå÷íîñòè T → +∞ . 

Ïðåäåëüíûå òðàåêòîðèè â çàäà÷å ïëàíèðîâàíèÿ, êàê èçâåñòíî, áûâàþò äâóõ 
òèïîâ â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Åñëè 1 0b− δ − β > , òî 

îïòèìàëüíûì ïëàíîì ïðè T → +∞  áóäåò òàê íàçûâàåìûé ðåæèì ñ îòëîæåííûì 
ïîòðåáëåíèåì. 

(3.1)  ( ) 0C t = ,  ( ) (0)
t
bY t Y e= .

 

 

Åñëè æå 1 0b− δ − β < , òî îïòèìàëüíûì ïëàíîì ïðè T → +∞  áóäåò òðàåêòî-
ðèÿ âèäà 

(3.2)  
11( ) (0)

b t
bbC t Y e
− δ

βδ + β −
=

β
,   

1

( ) (0)
b t

bY t Y e
− δ

β= .

 

 

 
3.2. Ìîäåëèðîâàíèå ýôôåêòèâíûõ òðàåêòîðèé ðàâíîâåñíûìè 

 
Èòàê, íàñ èíòåðåñóåò, ìîæíî ëè çàäàòü ïàðàìåòðû Mγ , Wγ  â ãðàíè÷íûõ óñ-

ëîâèÿõ (2.3), (2.11) òàê, ÷òîáû ðàâíîâåñíàÿ òðàåêòîðèÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå âðå-
ìåíè äàâàëà òàêîå æå ïîòðåáëåíèå ñîáñòâåííèêà íà ýòîì îòðåçêå, êîòîðîå ïðåä-
ïèñûâàåò îïòèìàëüíûé ïëàí (3.1), (3.2). 

Èç (2.16) âèäíî, ÷òî ïîòðåáëåíèå âûõîäèò íà ðåæèì ñ îòëîæåííûì ïîòðåá-
ëåíèÿì òîëüêî ïðè 0Mγ = , ò.å. ïðè  
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(3.3)    0
( )

( )
TT u du

b
M G T e e

ι∫
γ = .  

Ïðè ýòîì óñëîâèè (2.13) ëåãêî ðåøàåòñÿ, è ìû îïðåäåëèì ôóíêöèþ )(tG . 
Åñëè ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííîå ðåøåíèå â (2.18), òî ñ ó÷åòîì (3.3) ìû ïîëó÷èì (3.1). 
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (3.3) äîñòàòî÷íî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ÷àñòè ýôôåêòèâíîé, 
ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ, òðàåêòîðèè â ìîäåëè ñ ëþáûì êîíå÷íûì ãîðèçîíòîì 
ïëàíèðîâàíèÿ Т. Ïî-äðóãîìó îáñòîèò äåëî ñî ñëó÷àåì 1 0b− δ − β < . Ñðàâíèâàÿ âû-

ðàæåíèÿ (3.2) è (2.16), çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ )(tG  äîëæíà áûòü ïîñòîÿííîé, à 
òîãäà èç (2.15)   

(3.4)   ( ) 1G t ≡ .

  

 

Â ñèëó (2.13) ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó 0Wγ =  èëè 

(3.5)   0
( )

TT u du
b

W e e
ι∫

γ = .

 

 

Âîçâðàùàÿñü ñíîâà ê òðåáîâàíèþ ñîâïàäåíèÿ âûðàæåíèé (3.2) è (2.16), ñ 
ó÷åòîì (3.4) ïîëó÷àåì óñëîâèå íà òåìï ðîñòà êàïèòàëà ôèðìû  

(3.6)  
1(0) (0) 1

(0) (0)

b T
b

M
p bY e
s S

− δ−β
β

 
γ = −  

 
.  

Âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (3.5) è (3.6) äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàâíîâåñíàÿ òðà-
åêòîðèÿ ñîâïàäàëà ñ (3.2), åñëè èç (3.6) ïîëó÷èòñÿ, ÷òî 1Mγ ≤  (ñì. (2.19)). Èç óñëî-

âèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè êàïèòàëà ôèðìû ñëåäóåò, ÷òî (0) (0) 1
(0) (0)

p bY
s S

> , à èç 1 0b− δ − β <  – 

÷òî 
1

1 1
b T

be
− δ−β

β− ≤ . Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî 1Mγ ≤  âûïîëíÿåòñÿ, òîëüêî åñëè 

(3.7)  * (0) (0)ln 1
1 (0) (0)

b s ST T
b p bY

 β
≤ = − − δ − β  

.

 

 

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòü ýôôåêòèâíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ òðàåêòîðèè 
ìîæåò áûòü âîñïðîèçâåäåíà â ìîäåëè ñ êîíå÷íûì ãîðèçîíòîì ïëàíèðîâàíèÿ Т 
ïðè *T T≤ . 

 
3.3. Íåïðîäîëæèìîñòü ýôôåêòèâíûõ ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé 

 
Èçó÷èì âîïðîñ î òîì, êàê «ñêëåèâàþòñÿ» ýôôåêòèâíûå ðàâíîâåñíûå òðàåê-

òîðèè, îïðåäåëåííûå íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, êîãäà êîíå÷íûå 
çíà÷åíèÿ ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé íà ïåðâîì ó÷àñòêå ñëóæàò íà÷àëüíûìè çíà÷å-
íèÿìè äëÿ ðàâíîâåñèÿ íà âòîðîì.  
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Âîçüìåì ñíà÷àëà ìîäåëü ðàâíîâåñèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì ãîðèçîíòîì *T T=  ïðè 

óñëîâèè (3.5). Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü ðàâíîâåñèå íà íåêîòîðîì îòðåçêå * ,T T ′    çà 

òî÷êîé *T , íà÷èíàÿ ñî çíà÷åíèé ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èâøèõñÿ â ìîìåíò *T . 

Èç (2.9) è (2.17) ñëåäóåò, ÷òî *( ) 0M TΩ = . Ïîýòîìó íà îòðåçêå * ,T T ′    ìîæåò ïîëó-

÷èòüñÿ òîëüêî íåðåãóëÿðíîå ðàâíîâåñèå ñ ( ) 0C t = . 
Íàïðîòèâ, ýôôåêòèâíûå ðàâíîâåñèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðåçêàõ âíóòðè 

*0,T    «ñêëåèâàþòñÿ» â åäèíîå ýôôåêòèâíîå ðàâíîâåñèå. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì 

ïî ôîðìóëàì (2.1), (2.17), (2.18) è (3.6) ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ *
1, 0,T T T ∈   , 

1,T T<  òðàåêòîðèÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç ýôôåêòèâíûõ ðàâíîâåñèé íà îòðåçêàõ 1[0, ]T  

è 1[ , ]T T , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýôôåêòèâíîå ðàâíîâåñèå íà îòðåçêå [0, Т].   

Òàêèì îáðàçîì, âíóòðè îòðåçêà *0,T    ýôôåêòèâíîå ðàâíîâåñèå ìîæíî ïî-

ëó÷àòü è ñðàçó, è ïî ÷àñòÿì, à çà ýòîò îòðåçîê ïðîäîëæèòü åãî íåâîçìîæíî. 
 

4. Ìîäåëü ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ  
ñ óïðàâëåíèåì êàïèòàëîì 

 

4.1. Îïèñàíèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ýêîíîìèêè 
 
Îäíà èç ïðè÷èí íåýôôåêòèâíîñòè ðàâíîâåñèé â ðàññìîòðåííîé âûøå ìîäå-

ëè – íåóäà÷íûé âûáîð ôóíêöèîíàëà öåëè ôèðìû (1.8). Ïî ñóòè, îí áûë âçÿò ïðî-
ñòî ïî ôîðìàëüíîé àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèì ôóíêöèîíàëîì îæèäàåìîé ïîëåçíî-
ñòè ïîòðåáèòåëÿ (1.14), âèä êîòîðîãî áûë îáîñíîâàí Ò. Ñýâèäæåì ñ ïîìîùüþ íå-
êîé ñèñòåìû àêñèîì [17].  

Âîïðîñ î öåëè äåÿòåëüíîñòè ôèðìû – ýòî äàâíèé è òðóäíûé âîïðîñ ýêîíî-
ìè÷åñêîé òåîðèè [16]. Â ñîâðåìåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, íàïðèìåð â ïîïó-
ëÿðíîé ìîäåëè Ñèäðàâñêîãî (ñì. [15]), òðóäíîñòü ïðåîäîëåâàåòñÿ òåì, ÷òî ïðîèç-
âîäñòâåííûå ôîíäû îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñî ñáåðåæåíèÿìè ñîáñòâåííèêà, êîòîðûé è 
îïðåäåëÿåò èíâåñòèöèè. Çàäà÷à ôèðìû ïåðåñòàåò áûòü äèíàìè÷åñêîé è ñâîäèòñÿ 
ê ìàêñèìèçàöèè òåêóùåé ïðèáûëè.  

Çäåñü ìû ïðåäëàãàåì èíîé âàðèàíò ðåøåíèÿ ïðîáëåìû öåëè äåÿòåëüíîñòè 
ôèðìû. Îí âûâåäåí èç îñîáîé ïåðåôîðìóëèðîâêè ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ â 
ìîäåëè Ýððîó – Äåáðå, ïðåäëîæåííîé â [14, 13]. Â ýòîì âàðèàíòå çàäà÷à ôèðìû 
îñòàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé è âêëþ÷àåò çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî èíâåñòèðîâàíèÿ. Ñîáñò-
âåííèê æå óïðàâëÿåò òîëüêî äåíåæíûìè ïîòîêàìè, îñíîâûâàÿñü íà èíôîðìàöèè 
î äîõîäíîñòè è öåíå êàïèòàëà ôèðìû.  

Áàçîâûå ïðåäïîñûëêè ìîäåëè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ìû ïðîäîëæàåì èñ-
ñëåäîâàòü çàìêíóòóþ ðûíî÷íóþ ýêîíîìèêó áåç ó÷àñòèÿ ãîñóäàðñòâà, â êîòîðîé 
ïðîèçâîäèòñÿ åäèíñòâåííûé îäíîðîäíûé ïðîäóêò, êîòîðûé â ðàâíîé ñòåïåíè ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàí íà ïîòðåáëåíèå è íàêîïëåíèå. Åäèíñòâåííûì ôàêòîðîì ïðî-
èçâîäñòâà îñòàþòñÿ êàïèòàëüíûå çàòðàòû ýòîãî æå ïðîäóêòà. Ïðîèçâîäñòâåííàÿ 
ôóíêöèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèíåéíîé, à êàïèòàëüíûå çàòðàòû – îáðàòèìûìè. 

Êîëè÷åñòâî è îñíîâíûå ôóíêöèè àãåíòîâ ñîõðàíÿþòñÿ: ïîòðåáèòåëü-ñîáñò-
âåííèê è ôèðìà-ïðîèçâîäèòåëü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿþò îáúåì ïðî-
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èçâîäñòâà, ïîòðåáëåíèÿ è íàêîïëåíèÿ. Êðîìå òîãî, íåèçìåííûì îñòàåòñÿ âçàìî-
äåéñòâèå íà òîâàðíîì ðûíêå, îïèñàííîå âûøå. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé ìàêðî-
ýêîíîìè÷åñêèé áàëàíñ ñíîâà èìååò âèä: 

(4.1)    ( ) ( ) ( )dY t C t b Y t
dt

= + .  

Îñíîâíûå èçìåíåíèÿ â íîâîì âàðèàíòå ìîäåëè îòíîñÿòñÿ ê ìåõàíèçìó âû-
ïëàòû äèâèäåíäîâ. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûé çäåñü ìåõàíèçì âçàèìîäåéñòâèÿ 
ñîáñòâåííèêà è åãî ôèðìû âûâåäåí èç òåîðåòè÷åñêîé ñõåìû, à íå èç ýìïèðè÷å-
ñêèõ íàáëþäåíèé, èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî ìåõàíèçìà íà ÿçûêå ïðèíÿòûõ èíñòðó-
ìåíòîâ óïðàâëåíèÿ ôèðìàìè è èçâëå÷åíèÿ äîõîäîâ áèçíåñà ïîêà âûçûâàåò îïðå-
äåëåííûå òðóäíîñòè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ñíà÷àëà ââåäåì â ìîäåëü ïðåäëàãàåìûé 
ìåõàíèçì ôîðìàëüíî, à ïîòîì äàäèì ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîáñòâåííèê çàäàåò âðåìåííóþ ïðîïîðöèþ âûïëàòû äè-
âèäåíäîâ ( )tπ , ò.å. îí òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )Z t Z t t t= π π  äëÿ 

âñåõ [ ]1 2, 0,t t T∈ , íå ïðåäðåøàÿ, êàêîé áóäåò àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà )(tZ . Ôèðìà, 

ñî ñâîåé ñòîðîíû, ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü äèâèäåíäû â ýòîé ïðîïîðöèè. Òîã-
äà äèâèäåíäû ñîñòàâÿò âåëè÷èíó ( ) ( )Z t t= θπ , ãäå θ – ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, êîòî-
ðóþ ôèðìà è ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü.  

 
4.3. Çàäà÷à ôèðìû 

 
Ðàññìîòðèì â ýòèõ óñëîâèÿõ çàäà÷ó ôèðìû. Ôèðìà ïëàíèðóåò íà îòðåçêå 

[0, Т] êàññîâûå îñòàòêè ( ) 0W t ≥  è âûïóñê ïðîäóêòà ( ) 0Y t ≥  â ðàìêàõ ôèíàíñîâîãî 
áàëàíñà  

(4.2)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d dW t p t Y t p t b Y t t
dt dt

= − − θπ   

ïðè çàäàííûõ ïðîãíîçàõ èçìåíåíèÿ èíôîðìàöèîííûõ ïåðåìåííûõ ( )tπ , )(tp  è 
íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ (0) 0, (0) 0W Y= ≥  òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó  

(4.3)   maxKθ → ,  

ãäå K  – íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, ââåäåííûé ïîêà ïðîñòî èç ñîîáðàæåíèé ðàç-
ìåðíîñòè.  

Ôàçîâûå ïåðåìåííûå â êîíöå ïðîöåññà äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ëèíåéíîìó 
òåðìèíàëüíîìó îãðàíè÷åíèþ, àíàëîãè÷íîìó (1.13) 

(4.4)         ( )( ) ( ) ( ) (0) (0) (0)Y W YW T a T Y T W a Y+ ≥ γ + .  

 
4.3. Ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è ôèðìû 

 
Êàê èçâåñòíî [13, 3], äëÿ îïòèìàëüíîñòè íàáîðà âåëè÷èí θ, ( )W ⋅ , ( )Y ⋅  äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû îíè äîñòàâëÿëè ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó Ëàãðàíæà 
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(4.5) 

( )

( ), ( ), ( ),

0

0

( ), ( ), 0

[ ( ), ( ), ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ) ( ) (0) (0) (0)) max

W Y W

T

W

T

W Y

W Y W W Y Y W

L Y W

d dK t p t Y t p t b Y t t W t dt
dt dt

t W t t Y t dt

W T a T Y T W a Y

ϕ ⋅ ϕ ⋅ ξ ⋅ Θ

⋅ ⋅ θ≥

⋅ ⋅ θ =

 = θ + ξ − − θπ − + 
 

+ ψ + ψ +

+ Θ + − γ − γ →

∫

∫

% %

% %

.

  

ïðè íåêîòîðîì íàáîðå äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ( ) 0, ( ) 0, ( ), 0W Y Wψ ⋅ ≥ ψ ⋅ ≥ ξ ⋅ Θ ≥% % , è 

ïðè ýòîì âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè:  

(4.6) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0;d dp t Y t p t b Y t t W t
dt dt

− − θπ − = .  

(4.7) ( ) ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0;Y Yt Y t t Y tψ = ψ ≥ ≥% %   

(4.8) ( ) ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0;W Wt W t t W tψ = ψ ≥ ≥% %   

è 

(4.9) 
( ( ) ( ) ( ) (0) (0) (0)) 0,

0, ( ) ( ) ( ) (0) (0) (0) 0.
W Y W W Y

W Y W W Y

W T a T Y T W a Y
W T a T Y T W a Y

Θ + − γ − γ =
Θ ≥ + − γ − γ ≥

  

Â [13] ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü ïîâåäåíèÿ ôèðìû, ïîäîáíàÿ (4.2) – (4.4), ýêâè-
âàëåíòíà ñòàíäàðòíîìó îïèñàíèþ ïîâåäåíèÿ ïðîèçâîäèòåëÿ â ìîäåëè Ýððîó – Äåá-
ðå, åñëè ðàññìàòðèâàòü íå âñå âîçìîæíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è ôèðìû, à òîëüêî â îïðåäå-
ëåííîì ñìûñëå ðåãóëÿðíûå. Â êîíòåêñòå äàííîé ìîäåëè ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷ 
ôèðìû íàçîâåì íàáîð ïðÿìûõ ( ), ( ),Y t W t θ  è äâîéñòâåííûõ ( ), ( ), ( ),W Y W Wt t tψ ψ ξ Θ% %  

ïåðåìåííûõ òàêîé, ÷òî 
1)  ôóíêöèè ( ), ( )Y t W t  è ïåðåìåííàÿ θ äîñòàâëÿþò ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó 

Ëàãðàíæà ïî ìíîæåñòâó âñåõ êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ( ), ( )Y W⋅ ⋅ , 
óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì; 

2)  ôóíêöèÿ ( )W tξ  êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìà, à ôóíêöèè ( ), ( )W Yt tψ ψ% %  – êó-
ñî÷íî-íåïðåðûâíû; 

3)  ïî÷òè âñþäó íà [0, Т] âûïîëíåíû óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè (4.6); 
4)  óñëîâèÿ (4.4) âûïîëíÿþòñÿ â áîëåå ñèëüíîì ñìûñëå 

(4.10)   0WΘ > ,  

(4.11)  ( ) ( ) ( ) (0) (0) (0) 0Y W W YW T a T Y T W a Y+ − γ − γ = .  

Ñàìûì ñóùåñòâåííûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå (4.10) ïîëîæèòåëüíîñòè 
ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà ê òåðìèíàëüíîìó îãðàíè÷åíèþ. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìÿ 
äèñêðåòíî, à ïðîèçâîäíûå è èíòåãðàëû ñóòü ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàç-
íîñòåé è ñóìì, òî, ïîñêîëüêó çàäà÷à ôèðìû – ëèíåéíà, óñëîâèÿ (4.5) – (4.9) áóäóò 
è íåîáõîäèìûìè, è âñå, ÷òî íàì ïîòðåáóåòñÿ â äàëüíåéøåì, áóäåò âûòåêàòü èç 
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(4.10). Çàìåòèì, ÷òî â [3] òàêæå âûäâèãàëèñü îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ ðåãóëÿð-
íîñòè ðåøåíèé çàäà÷ àãåíòîâ. 

Ïðè ïîèñêå ðåãóëÿðíîãî ðàâíîâåñèÿ â ôóíêöèîíàëå Ëàãðàíæà ìîæíî âû-
ïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì 

(4.12) 
( )

( )
( )

, , ,

0

0 0

[ ( ), ( ), ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

(0) (0) (0)

W Y

T

W W W Y

T T

W W W W W

W Y W

W W W W W Y

L Y t W t

d dK t p t t p t b t p t b t Y t dt
dt dt

d t t W t dt t t dt T W T
dt

a T T p T b Y T

W a

ϕ ϕ ξ Θ θ =

 = θ + ξ + ξ + ξ + ψ + 
 

 + ξ + ψ − ξ θπ + Θ − ξ + 
 

+ Θ − ξ −

− γ Θ − ξ − γ Θ

∫

∫ ∫

% %

%

%

( )
( ), ( ), 0

(0) (0) (0) maxW Y t W t
p b Y

θ≥
− ξ → .

    

Ýòî âûðàæåíèå äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïî ( )Y ⋅ , ( )W ⋅  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ïî÷òè âñþäó íà [0, Ò] îáðàùàþòñÿ â íîëü ïðîèçâîäíûå ïî ( )Y t , ( )W t  ïîäûíòå-
ãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â (4.12), 

(4.13)      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0W W W Y
d dt p t t p t b t p t b t
dt dt

ξ + ξ + ξ + ψ =% ,  

(4.14)      ( ) ( ) 0W W
d t t
dt

ξ + ψ =% ,  

à òàêæå ïðîèçâîäíûå (4.12) ïî θ, ( )Y T , ( )W T  [13]  

0

( ) ( ) 0
T

WK t t dt− ξ π =∫ , 

(4.15)  ( ) 0W W TΘ − ξ = ,  

(4.16)  ( ) ( ) ( ) 0W Y Wa T T p T bΘ − ξ = .  

Ñîîòíîøåíèÿ (4.6) – (4.8), (4.10), (4.11), (4.13) – (4.16) îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñ-
òåìó óñëîâèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ôèðìû. 

Èç (4.14), (4.8) ñëåäóåò, ÷òî ( )W tξ  íå âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì, à èç (4.15), 

(4.10), – ÷òî ( ) 0W Tξ > , ïîýòîìó 

(4.17) ( ) 0W tξ > , ( ) 0W
d t
dt

ξ ≤  ïðè âñåõ [ ]0,t T∈ .  

 
4.4. ×èñòûå àêòèâû ôèðìû è óñëîâèå èõ ðîñòà 

 

Óñëîâèÿ (4.10), (4.15), (4.16) ñîâìåñòíû, òîëüêî åñëè êîýôôèöèåíò ( )Ya T  â 

(4.7) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ 
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(4.18)   ( ) ( )Ya T p T b= .  

Ïîäîáíîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ àãåíòà íàì óæå âñòðå÷àëîñü (ñì. 
(2.2)). Êàê óæå ãîâîðèëîñü, â ñèëó ýòîãî óñëîâèÿ åñòåñòâåííî ïîëîæèòü 

(4.19)  (0) (0)Ya p b= .  

Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (4.11) ôîðìóëàìè (4.18), 
(4.19) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ýòî óñëîâèå êàê òðåáîâàíèå íà ðîñò 

(4.20)  ( ) (0)W W WTΩ = γ Ω    

âåëè÷èíû ÷èñòûõ àêòèâîâ (ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà ôèðìû) 

( ) ( ) ( ) ( )W t W t p t bY tΩ = + , 

îïðåäåëåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàíèåì âîçìîæíîñòåé ôèðìû â äàííîé ìîäåëè. 
Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà ÷èñòûõ àêòèâîâ íà îïòè-

ìàëüíîé òðàåêòîðèè ôèðìû ((4.6) – (4.8), (4.10), (4.11), (4.13) – (4.14)) óäîâëåòâîðÿ-
åò óðàâíåíèþ, àíàëîãè÷íîìó (2.4), (2.11) 

(4.21)  ( ) ( ) ( ) ( )W W W
d t t t t
dt

Ω = ρ Ω − θπ ,  

ãäå äîõîäíîñòü êàïèòàëà ôèðìû ( )W tρ  ñíîâà îïðåäåëÿåòñÿ êàê 

(4.22)  
( )( )( ) 0

( ) ( )

W
W

W
W W

d tt dtt
t t

ξψ
ρ = = − ≥

ξ ξ
% .  

Ýòî íå ñëó÷àéíî. Êàê ïîêàçàíî â [13,14], ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå, ïîäîáíîå (2.4), (2.11), (4.21), äëÿ íàäëåæàùèì îáðàçîì îïðåäåëåííîé âåëè÷èíû 
÷èñòûõ àêòèâîâ âîçíèêàåò â î÷åíü øèðîêîì êëàññå çàäà÷, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå 
ýêîíîìè÷åñêèõ àãåíòîâ. Ñâîáîäíûì ÷ëåíîì â óðàâíåíèè ñëóæèò ïîòîê ïîëåçíûõ 
ðàñõîäîâ – ðàñõîäîâ, êîòîðûå àãåíò ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü. Â ðàññìàòðèâàå-
ìûõ çäåñü ìîäåëÿõ ïîëåçíûìè ðàñõîäàìè äëÿ ñîáñòâåííèêà ñëóæàò ïîòðåáèòåëü-
ñêèå ðàñõîäû ( ) ( )p t C t  (ñì. (2.11)), à äëÿ ôèðìû – äèâèäåíäû, âûïëà÷èâàåìûå 
ñîáñòâåííèêó (ñì. (2.4), (4.21)).  

Äîõîäíîñòü êàïèòàëà (êîýôôèöèåíò â ïðàâîé ÷àñòè) âñåãäà ñîâïàäàåò ñ òåì-
ïîì ïàäåíèÿ äâîéñòâåííîé îöåíêè îñíîâíûõ äåíåã (ñì. (4.22)) òîãî àêòèâà, èç îñòàòêà 
êîòîðîãî èçâëåêàåòñÿ ïîòîê ïîëåçíûõ ðàñõîäîâ. (Â äàííîì ñëó÷àå – ýòî ( )M t  äëÿ 
ñîáñòâåííèêà è ( )W t  äëÿ ôèðìû.) 

Îñíîâíûì óñëîâèåì ïîÿâëåíèÿ â ìîäåëè ïîâåäåíèÿ àãåíòà ïðîñòîãî óðàâ-
íåíèÿ âèäà (4.21) äëÿ ÷èñòûõ àêòèâîâ ñëóæèò òðåáîâàíèå ëèíåéíîé îäíîðîäíîñòè 
îãðàíè÷åíèé îòíîñèòåëüíî ïîòîêîâ è çàïàñîâ ìàòåðèàëüíûõ áëàã è ôèíàíñîâûõ 
èíñòðóìåíòîâ4). Ñàì âûâîä óðàâíåíèÿ äëÿ ÷èñòûõ àêòèâîâ ïîäîáåí âûâîäó çàêî-

                                                 
4) Ïðåäïîëîæåíèÿ îá îäíîðîäíîñòè (ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè) ïðèñóòñòâóþò â ïîäàâ-

ëÿþùåì áîëüøèíñòâå òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýêîíîìèêè. Èõ ëó÷øèì ýìïèðè÷åñêèì îáîñíî-
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íîâ ñîõðàíåíèÿ èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ â ôèçèêå. Â ñâîþ î÷åðåäü, 
âñå ýòè âûâîäû ÿâëÿþòñÿ äîêàçàòåëüñòâàìè â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ôóíäàìåíòàëüíîé 
òåîðåìû Íåòåð [12], ñâÿçûâàþùåé ïåðâûå èíòåãðàëû ïîëÿ ýêñòðåìàëåé ñ ñèììåò-
ðèÿìè îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è5). Èòàê, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûé êàïèòàë ýêî-
íîìè÷åñêîãî àãåíòà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê íåñêîëüêî ïðåîáðàçîâàííûé ïåðâûé èíòå-
ãðàë ïîëÿ ýêñòðåìàëåé, îòâå÷àþùèé ñèììåòðèè ðàñòÿæåíèÿ (îäíîðîäíîñòè). Â [13, 
14] ïîêàçàíî, ÷òî îáû÷íûå áóõãàëòåðñêèå ïðàâèëà èñ÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà 
÷åðåç áàëàíñîâóþ ïðèáûëü ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïðèáëèæåíèå «èäåàëüíîãî» âû-
ðàæåíèÿ êàïèòàëà, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç îäíîðîäíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è. 

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ôèðìû â ìîäåëè ðàâíîâåñèÿ îêàçûâàåòñÿ äîñòà-
òî÷íî ñîîòíîøåíèé (4.6) – (4.8), (4.13), (4.20) – (4.21), êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â 
âèäå 

(4.23)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d dW t p t Y t p t b Y t t
dt dt

= − − θπ ;  

(4.24)  ( ) ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0;Y Yt Y t t Y tψ = ψ ≥ ≥   

(4.25)  ( ) ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0;W Wt W t t W tρ = ρ ≥ ≥   

(4.26)  1( ) ( ) ( ) 0W Yt t t
b

ρ = + ι + ψ = , 1( ) ( )
( )

dt p t
p t dt

ι = ;  

(4.27)  ( ) ( ) ( ) ( )W W W
d t t t t
dt

Ω = ρ Ω − θ π ,  ( ) (0)W W WTΩ = γ Ω , 

                     ( ) ( ) ( ) ( )W t W t p t bY tΩ = + ;  

ãäå ( ) ( ) ( ) ( )Y Y Wt t t p t bψ = ψ ξ% . Îñòàëüíûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîé îïòèìàëüíîñòè îïðåäå-
ëÿþò çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ñàìè ïî ñåáå íàñ íå èíòåðåñóþò.  

Çàìåòèì, ÷òî èç (4.25), (4.26) ñíîâà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ôèðìû ðàçðåøèìà, 
òîëüêî åñëè íåò ñëèøêîì ñèëüíîé äåôëÿöèè 

(4.28)  1( )t
b

ι ≥ − .  

 
4.5. Îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííèêà 

 
Ãëàâíûé âîïðîñ, êîòîðûé âñòàåò â äàííîé ìîäåëè ïðè îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ 

ñîáñòâåííèêà, – ýòî âîïðîñ î òîì, êàê îïðåäåëÿåòñÿ ïðîïîðöèÿ äèâèäåíäîâ ( )tπ . 

                                                                                                                                      
âàíèåì ñëóæèò òî, ÷òî â ýêîíîìèêå ìû ðàññóæäàåì íà ÿçûêå òåìïîâ è ïðîïîðöèé, â òî 
âðåìÿ êàê, íàïðèìåð, â ôèçèêå è áèîëîãèè – íà ÿçûêå ñêîðîñòåé è ðàçìåðîâ. Ýòî îçíà÷àåò, 
÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå ìàñøòàá èìååò çíà÷åíèå, à â ïåðâîì – íåò.  

5) Íàïðèìåð, ñîõðàíåíèå ýíåðãèè ñëåäóåò èç ñèììåòðèè ïðè ïåðåíîñàõ ñèñòåìû âî 
âðåìåíè. Íàïîìíèì, ÷òî ñàìà âåëè÷èíà ýíåðãèè â êàæäîé êîíêðåòíîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷å 
îïðåäåëÿåòñÿ ïî-ñâîåìó, íî â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêèìè îáùèìè ïðèíöèïàìè. Àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëåíèå ÷èñòûõ àêòèâîâ çàâèñèò îò òîãî, êàêèå îïåðàöèè àãåíòà ðàññìàòðèâàþòñÿ â ìîäåëè.  
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Êàê è â ìîäåëè ðàçä. 1, ñ÷èòàåì, ÷òî ñîáñòâåííèê äåéñòâóåò â ðàìêàõ ôèíàíñîâî-
ãî áàëàíñà  

(4.29)  ( ) ( ) ( ) ( )d M t Z t p t C t
dt

= − , ( ) ( )Z t t= θπ   

è ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü îæèäàåìóþ ïîëåçíîñòü ñâîåãî ïîòðåáëåíèÿ 

(4.30) 
0

( ( ))
T

tU C t e dt−δ∫ ;  
(1 )

( )
1
CU C

−β

=
− β

 ïðè  1β ≠  ( ) ln( )U C C=  ïðè 1β = .  

×òîáû îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ( )tπ  ñîáñòâåííèê, ðàçóìååòñÿ, äîëæåí èìåòü 
êàêóþ-òî èíôîðìàöèþ î âîçìîæíîñòÿõ ôèðìû. Ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ðàñïðîñòðà-
íåííîãî ïîäõîäà, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî ñîáñòâåííèê íåïîñðåäñòâåííî óïðàâëÿåò 
äèíàìèêîé îñíîâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ, è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîáñòâåííèê 
óïðàâëÿåò ïîòîêîì ðàñïðåäåëÿåìîé ïðèáûëè ëèøü íà îñíîâå ôèíàíñîâûõ ïîêà-
çàòåëåé äåÿòåëüíîñòè ôèðìû. Âîçìîæíîñòü òàêîãî îïèñàíèÿ äàåò îòìå÷åííàÿ âû-
øå óíèâåðñàëüíîñòü âèäà óðàâíåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà (4.21). Êàêèì áû 
ñëîæíûì íè áûëî îïèñàíèå äåÿòåëüíîñòè ôèðìû â ìîäåëè, åñëè îíî ìàñøòàáíî 
èíâàðèàíòíî, äèíàìèêà êàïèòàëà áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ åäèíñòâåííûì6) ïîêà-
çàòåëåì äîõîäíîñòè ( )W tρ . 

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîáñòâåííèê ïîëó÷àåò îò ôèðìû òîëüêî ïðîãíîç èçìå-
íåíèÿ äîõîäíîñòè ( )W tρ  è çíà÷åíèå âåëè÷èíû θ, êîòîðóþ íåñêîëüêî óñëîâíî áó-

äåì íàçûâàòü êóðñîì. Ââåäåì, îïÿòü-òàêè ïîêà ÷èñòî ôîðìàëüíî, âåëè÷èíó íîìè-
íàëüíûõ âëîæåíèé ñîáñòâåííèêà â êàïèòàë ôèðìû ( )K t . Ýòè âëîæåíèÿ ðàñòóò 

çà ñ÷åò äîõîäíîñòè ( )W tρ  è óáûâàþò ïðè ðàñïðåäåëåíèè ïðèáûëè 

(4.31)  ( ) ( ) ( ) ( )d K t t K t t
dt

= ρ − π .  

Âåëè÷èíà ( )K t , ðàçóìååòñÿ, äîëæíà îñòàâàòüñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, ÷òî è îã-
ðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòü ñîáñòâåííèêà èçâëåêàòü äîõîä. 

Èòàê, ïîëó÷àåì, ÷òî ñîáñòâåííèê â ìîäåëè îïðåäåëÿåò âåëè÷èíû 
( ), ( ), ( ), ( )M t K t C t tπ  òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë (4.30) ïðè îãðàíè÷å-

íèÿõ (4.29), (4.31) è 

(4.32)  ( ) 0M t ≥ ,   ( ) 0K t ≥ ,   ( ) 0C t ≥ ,  

à òàêæå ïðè óæå òðàäèöèîííîì òåðìèíàëüíîì óñëîâèè îáùåãî âèäà    

(4.33)     ( )( ) ( ) ( ) (0) (0) (0)K M KM T a T K T M a K+ ≥ γ + .  

                                                 
6) Ñòðîãî ãîâîðÿ, â óðàâíåíèè êàïèòàëà ìîæåò ïîÿâèòüñÿ åùå ïåðåìåííûé ìíîæèòåëü 

1 ( )n t−  ïðè ïîòîêå äèâèäåíäîâ, òàêæå âû÷èñëÿåìûé âíóòðè ìîäåëè ôèðìû. Âåëè÷èíà ( )n t  

èìååò ñìûñë ýôôåêòèâíîé ñòàâêè íàëîãà íà ðàñïðåäåëÿåìóþ ïðèáûëü, ñì. [13, 14].   
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Ñîáñòâåííèê ðåøàåò ñâîþ çàäà÷ó ïðè èçâåñòíûõ íà âñåì îòðåçêå [0, ]t T∈  

èíôîðìàöèîííûõ ïåðåìåííûõ äîõîäíîñòè ( )tρ , è öåíû ( )p t  è ïðè çàäàííîì ïî-

ñòîÿííîì êóðñå θ. 
 

4.6. Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ çàäà÷ ôèðìû  
è ñîáñòâåííèêà 

 
Äàäèì òåïåðü ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ðàññìîòðåííîãî â ìîäåëè ìå-

õàíèçìà âçàèìîäåéñòâèÿ ñîáñòâåííèêà è ôèðìû, íàõîäÿùåéñÿ â åãî ñîáñòâåííî-
ñòè. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ( )tπ  èç (4.31) â (4.29), ïîëó÷àåì ôèíàíñîâûé áà-
ëàíñ ñîáñòâåííèêà â âèäå 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d dM t t K t K t p t C t
dt dt

= ρ θ − θ − . 

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò òðàêòîâàòü âåëè÷èíó ( )K t  êàê íåêèå îáÿçàòåëü-

ñòâà ôèðìû («ïàè»), êîòîðûå ñîáñòâåííèê ìîæåò ïîêóïàòü è ïðîäàâàòü ïî êóðñó θ 
è êîòîðûå ïðèíîñÿò åìó íîìèíàëüíóþ äîõîäíîñòü ( ) ( )r t t= ρ θ . Êàê è â ïðåäûäó-
ùåé ìîäåëè, äëÿ ñîáñòâåííèêà âàæíà íå íîìèíàëüíàÿ äîõîäíîñòü, à äîõîäíîñòü 
íà åäèíèöó çàòðàò ( ) ( )t r tρ = θ  (ñì. âûðàæåíèå (2.11) äëÿ ( )M tρ ). Âîò òîëüêî êóðñ θ 

â ýòîé ìîäåëè ïîëó÷àåòñÿ ïîñòîÿííûì âî âðåìåíè. Ê ñîæàëåíèþ, â äåòåðìèíèðî-
âàííîé ìîäåëè ðàâíîâåñèÿ, ãäå «âñå âñ¸ çíàþò íàïåðåä» ýòîò íåäîñòàòîê ìîäåëåé 
ñ óïðàâëåíèåì êàïèòàëîì ïðåîäîëåòü íå óäàåòñÿ. Ââåäåííàÿ çäåñü âåëè÷èíà êóð-
ñà ïðèîáðåòàåò åñòåñòâåííóþ ïîäâèæíîñòü òîëüêî â ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîñòàíîâêàõ 
çàäà÷è [2]. 

Åñëè òåïåðü â çàäà÷å ôèðìû (4.3) ïîëîæèòü (0)K K= , òî ýòà çàäà÷à ïðèîá-
ðåòåò ñîäåðæàòåëüíî î÷åíü ïðèâëåêàòåëüíûé ñìûñë çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè êàïè-
òàëèçàöèè, ò.å. ðûíî÷íîé ñòîèìîñòè îáÿçàòåëüñòâ ïåðåä ñîáñòâåííèêàìè. Ïîñêîëü-
êó êóðñ ïîñòîÿíåí, ôèðìà â äàííîé ìîäåëè ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ êàïèòàëèçàöèþ 
íå òîëüêî â íà÷àëüíûé, íî è â ëþáîé òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè.  

Èç ñîâïàäåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïðîïîðöèîíàëüíîñòè óðàâíåíèé (4.31) 
è (4.21) çàêëþ÷àåì, ÷òî ( ) ( )WK t tθ = Ω . Åñëè òåïåðü ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå 

(4.31), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( )tθπ  – ýòî äèâèäåíäû ( )Z t , òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

T
W Wt t

Tu du u du

W W t
t T e Z e d

τ
− ρ − ρ∫ ∫Ω = −Ω + τ τ∫ . 

Ñ÷èòàÿ, ÷òî çàäàííûé ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òåìï ðîñòà êàïèòàëà ìåíüøå 
åãî ñðåäíåé äîõîäíîñòè, è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè T → ∞ , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷à-
åì òðè ñîâïàäàþùèõ âûðàæåíèÿ äëÿ êàïèòàëà ôèðìû ( )W tΩ  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Wt

u du

t
W t p t bY t K t Z e d

τ
∞ − ρ∫+ = θ = τ τ∫ . 

Ýòî ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè òîæäåñò-
âåííî ñîâïàäàþò òðè îáùåïðèíÿòûå îöåíêè öåíû ôèðìû: áóõãàëòåðñêàÿ îöåíêà 
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ñòîèìîñòè ÷èñòûõ àêòèâîâ, ðûíî÷íàÿ ñòîèìîñòü îáÿçàòåëüñòâ-ïàåâ è äèñêîíòèðî-
âàííàÿ ñóììà îæèäàåìûõ äèâèäåíäîâ. Òîëüêî ïîòîê äèâèäåíäîâ ( )Z t  íàäî äèñ-
êîíòèðîâàòü íå ñ ïðîèçâîëüíî çàäàííûì êîýôôèöèåíòîì, à ñ åñòåñòâåííî îïðåäå-
ëåííîé óñëîâèÿìè äåÿòåëüíîñòè ôèðìû äîõîäíîñòüþ ( )W tρ . 

Â çàêëþ÷åíèè ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî ñàìó çàäà÷ó ñîáñòâåííèêà (4.29) – (4.33) 
òîæå ôîðìàëüíî ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè êàïèòàëèçàöèè íåêèõ «îáÿ-
çàòåëüñòâ ñîáñòâåííèêà ïåðåä ñàìèì ñîáîé». Ýòè îáÿçàòåëüñòâà îêàçûâàþòñÿ ðàâ-
íûìè äèñêîíòèðîâàííîé âåëè÷èíå áóäóùèõ ïîòðåáèòåëüñêèõ ðàñõîäîâ [13]. Òàêèì 
îáðàçîì, åñòåñòâåííàÿ ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè êàïè-
òàëèçàöèè îêàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì âûðàæåíèåì èíòåðåñîâ àãåíòîâ â îäíî-
ðîäíûõ ìîäåëÿõ ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ.  

 
4.7. Ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñîáñòâåííèêà 

 
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñîáñòâåííèêà. Çàäà÷à î÷åíü ïîõîæà íà 

òó, êîòîðàÿ ñòàâèëàñü â èñõîäíîé ìîäåëè. Íà åå ðåøåíèå òîæå íàëîæèì îïðåäå-
ëåííûå òðåáîâàíèÿ ðåãóëÿðíîñòè. 

Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è ñîáñòâåííèêà íàçûâàåòñÿ íàáîð ïðÿìûõ 
( ), ( ), ( ), ( )C t M t K t tπ  è äâîéñòâåííûõ ( ), ( ), ( ), ( ),M K M Mt t t tψ ψ ϕ ξ Θ% %  ïåðåìåííûõ, òàêîé 

÷òî: 
1)  ôóíêöèè ( ), ( ), ( ), ( )C t M t K t tπ  äîñòàâëÿþò ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó Ëàãðàíæà   

(4.34)  

( )

( )

( )

0 0

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) (0) (0) (0)

T T
t

M

T

T

M K

M K M M K

dU C t e dt t t p t C t M t dt
dt

dt t K t t K t dt
dt

t M t t K t dt

M T a T K T M a K

−δ  + ξ θπ − − + 
 

 + ϕ ρ − π − + 
 

+ ψ + ψ +

+Θ + − γ − γ

∫ ∫

∫

∫ % %

 

ïî ìíîæåñòâó âñåõ êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ( ), ( )M K⋅ ⋅ , óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì è ìíîæåñòâó êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé7) 

( ), ( )C ⋅ ⋅π ; 

2)  ôóíêöèè ( ), ( )Mt tϕ ξ  êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìû, à ôóíêöèè ( ), ( )M Kt tψ ψ% %  – 

êóñî÷íî-íåïðåðûâíû; 
3)  ïî÷òè âñþäó íà [0, Ò] âûïîëíåíû óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé (4.6) 

                                                 
7) Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç óñëîâèÿ ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (4.34) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî 

( ) 0C t > , ïîýòîìó îãðàíè÷åíèå ( ) 0C t ≥  ìîæíî íå ó÷èòûâàòü ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà.  
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(4.35)  

( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0;

( ) ( ) ( ) ( ) 0;

( ) ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0;
( ) ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0;

( ) ( ) ( ) (0) (0) (0) 0,
0, ( ) ( ) ( ) (0) (0) (0) 0.

M M

K K

M K M M K

M K M M K

dt p t C t M t
dt

dt K t t K t
dt

t M t t M t
t K t t K t
M T a T K T M a K

M T a T K T M a K

θπ − − =

ρ − π − =

ψ = ψ ≥ ≥
ψ = ψ ≥ ≥

Θ + − γ − γ =

Θ > + − γ − γ =

% %
% %

  

Ñàìûì ñóùåñòâåííûì çäåñü ñíîâà ÿâëÿåòñÿ óñèëåííàÿ ôîðìà ïîñëåäíåãî óñ-
ëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè. 

Âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â (4.34), è âàðüèðóÿ ïîëó÷èâøååñÿ 
âûðàæåíèå ïî âíóòðåííèì è òåðìèíàëüíûì çíà÷åíèÿì èñêîìûõ âåëè÷èí, ïîëó-
÷àåì óñëîâèÿ  

(4.36)  ( )' ( ) ( ) ( ) 0t
MU C t e t p t−δ − ξ = ,  

(4.37)  ( ) ( ) 0M t tξ θ − ϕ = ,  

(4.38)  ( ) ( ) ( ) ( ) 0K
dt t t t
dt

ϕ ρ + ϕ + ψ =% ,  

(4.39)  ( ) ( ) 0M M
d t t
dt

ξ + ψ =% ,  

(4.40)  ( ) 0M M TΘ − ξ = ,  

(4.41)  ( ) ( ) 0M Ka T TΘ − ϕ = ,  

êîòîðûå âìåñòå ñ (4.35) îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó óñëîâèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåãó-
ëÿðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîáñòâåííèêà. 

Èç (4.36) è âèäà ôóíêöèè ( )U ⋅  (ñì. (4.30)) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ( ) 0M tξ > . Òîãäà, 

êàê è âî âñåõ ñëó÷àÿõ âûøå, èç (4.37), (4.40), (4.41) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò 
òåðìèíàëüíîãî óñëîâèÿ ( )Ka T  äîëæåí áûòü ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðàìè çàäà÷è ( )Ka T = θ . 

Ñíîâà ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî òà æå ñâÿçü èìååò ìåñòî è äëÿ íà÷àëüíîãî êîýôôèöèåíòà 
(0)Ka = θ , ïîëó÷àåì ãðàíè÷íîå óñëîâèå â âèäå 

( ) (0)M M MTΩ = γ Ω , ( ) ( ) ( )M t M t K tΩ = + θ . 

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñèëó (4.35), (4.36) – (4.41) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )M M M
d t t t p t C t
dt

Ω = ρ Ω − , 
( )( )( ) 0

( ) ( )

M
M

M
M M

d tt dtt
t t

ξψ
ρ = = − ≥

ξ ξ
% . 

Èç (4.36) ñëåäóåò, ÷òî ( ) 0C t > , ïîñêîëüêó (0)U ′ = ∞ . Èìåÿ ýòî â âèäó, ìîæíî 

èñêëþ÷èòü èç ñèñòåìû óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè âåëè÷èíó ( )M tξ  ñ ïîìîùüþ (4.36) 
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è, îòáðîñèâ óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå òîëüêî äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå, ïðèäòè ê 
ñëåäóþùåìó îïèñàíèþ ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííèêà â ìîäåëè  

(4.42)     ( ) ( ) ( ) ( )d M t t p t C t
dt

= θπ − , 

(4.43)     ( ) ( ) ( ) ( ) 0,dt K t t K t
dt

ρ − π − =  ( ) 0K t ≥ ,  

(4.44)     ( ) ( )( ) ( )M t td C t C t
dt

ρ − ι − δ
=

β
, ( ) 0C t > , 

(4.45)     ( ) ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0M Mt M t t M tρ = ρ ≥ ≥ ,  

(4.46)     ( ) ( )M t tρ = ρ ,  

(4.47)     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )M M M
d t t t p t C t
dt

Ω = ρ Ω − , ( ) (0)M M MTΩ = γ Ω ,  

    ( ) ( ) ( )M t M t K tΩ = + θ .  

4.8. Ðåãóëÿðíîå ìåæâðåìåííîå ðàâíîâåñèå 
 
Ðåãóëÿðíûì ðàâíîâåñèåì íàçûâàåòñÿ íàáîð ïðÿìûõ 

( ), ( ), , ( ), ( ), ( ), ( )Y t W t C t M t K t tθ π , èíôîðìàöèîííûõ ( ), ( )p t tρ  è äâîéñòâåííûõ 

( ), ( ), ( )Y W Mt t tψ ρ ρ  ïåðåìåííûõ òàêîé, ÷òî 

1)  ôóíêöèÿ ( )p t  îãðàíè÷åíà è èíòåãðèðóåìà íà [0, ]T ; 

2)  íàáîðû ( ), ( ),Y t W t θ ; ( ), ( )Y Wt tψ ρ  ïðè çàäàííîì ( )p t  îáðàçóþò ðåãóëÿðíîå 

ðåøåíèå çàäà÷è ôèðìû (4.23) – (4.27); 
3)  íàáîðû ( ), ( ), ( ), ( )C t M t K t tπ ; ( )M tρ  ïðè çàäàííîì ( )p t  îáðàçóþò ðåãóëÿð-

íîå ðåøåíèå çàäà÷è ñîáñòâåííèêà (4.42) – (4.47); 
4)  ïî÷òè âñþäó íà [0, ]T  âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (4.1); 
5)  ôèðìà ñîîáùàåò ñîáñòâåííèêó âåðíûå ñâåäåíèÿ î ñâîåé äîõîäíîñòè 

(4.48)   ( ) ( )Wt tρ = ρ ;  

6)  íå ïðîèñõîäèò ñëèøêîì ñèëüíîé äåôëÿöèè – íåðàâåíñòâî (4.28) âûïîëíÿ-
åòñÿ ñòðîãî 

(4.49)   1 1 ( ) 0
( )

d p t
b p t dt

+ > .   

Ïîñêîëüêó ( ) 0C t >  (ñì. (4.44)) èç (4.1) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ( ) 0Y t =  ( ) 0d Y t
dt

< , 

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (4.24) ïðè t T< . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî íà âñåì èíòåð-

âàëå [ )0,T  ( ) 0Y t > . Â ñâîþ î÷åðåäü îòñþäà â ñèëó (4.24), (4.26), (4.46), (4.48), (4.49) 

ñëåäóåò, ÷òî âñå ïîêàçàòåëè äîõîäíîñòè â ìîäåëè ñîâïàäàþò è ïîëîæèòåëüíû 
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(4.50)  1( ) ( ) ( ) ( ) 0M Wt t t t
b

ρ = ρ = ρ = ι + > .  

Îòñþäà â ñèëó (4.25), (4.45), êàê è â ïåðâîé ìîäåëè, âûòåêàåò, ÷òî ïðè ïî-
ëîæèòåëüíîé äîõîäíîñòè àãåíòàì íå ñëåäóåò íàêàïëèâàòü äåíüãè  

(4.51)  ( ) ( ) 0M t W t= = .  

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ, (4.27) è (4.47), ïîëó÷àåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ðîñò âû-
ïóñêà è êàïèòàëîâëîæåíèé â ðàâíîâåñèè 

(4.52)  0
( )

( ) (0)
T

t dt

WY T Y e
− ι∫

= γ , ( ) (0)MK T K= γ .   

Ðåøàÿ ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (4.1), (4.44) ïðè çàäàííîì 
(0)Y  è ãðàíè÷íîì óñëîâèè (4.52) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ äîõîäíîñòè (4.50), ïîëó-

÷àåì òðàåêòîðèè âûïóñêà è ïîòðåáëåíèÿ â ðàâíîâåñèè 

(4.53)  

1

1

1( ) (0) 1
1

b tt b
b

W b T
b

eY t Y e
e

−δ −β
β

−δ −β
β

 
− = − γ 

 − 

,  

1

1

1( ) (0)
1

bt
bW

b T
b

bC t Y e
e

−δ
β

−δ −β
β

γ− δ − β
=

β
−

. 

Èç ôèíàíñîâîãî áàëàíñà ñîáñòâåííèêà (4.42) ñ ó÷åòîì (4.51), (4.53) ïîëó÷àåì 
âûðàæåíèå  

(4.54)  
0

( ) 1

1

(0) (0) 1( )
1

t
u du bt

bW
b T

b

ep Y bt e
e

ι∫ −δ
β

−δ −β
β

γ− δ − β
π =

θ β
−

.  

Ïîäñòàâèâ åãî â óðàâíåíèå äëÿ âëîæåíèé (4.43) è ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå ñ 
ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (4.52) è çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì, ïîëó÷àåì âûðàæå-
íèå äëÿ êóðñà  

(4.55)  (0) (0)
(0)

W

M

p bY
K

γ
θ =

γ
  

è îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âëîæåíèé ( )K t  è âðåìåííîé ïðîïîðöèè äèâè-
äåíäîâ ( )tπ  

(4.56)  0

1

( )

1

1( ) (0) 1
1

t
b tt bu du

b
M b T

b

eK t K e e
e

−δ −β
βι∫

−δ −β
β

 
− = − γ 

 − 

,  
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(4.57)  
0

( ) 1

1

1( ) (0)
1

t
u du bt

bM
b T

b

ebt K e
b

e

ι∫ −δ
β

−δ −β
β

γ− δ − β
π =

β
−

. 

 
5. Ýôôåêòèâíîñòü ìåæâðåìåííîãî ðàâíîâåñèÿ  

ñ óïðàâëåíèåì êàïèòàëîì 
 

5.1. Ýôôåêòèâíîñòü ðåãóëÿðíîãî ðàâíîâåñèÿ  
ïðè áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå ïëàíèðîâàíèÿ 

 
Ïðåæäå âñåãî, âûÿñíèì, ìîæíî ëè âîñïðîèçâåñòè ìàãèñòðàëü ïîòðåáëåíèÿ, 

åñëè ðàññìàòðèâàòü ðàâíîâåñèå â ìîäåëè ñ óïðàâëåíèåì êàïèòàëîì íà áåñêîíå÷-
íîì èíòåðâàëå, ò.å. íà òîì æå èíòåðâàëå, íà êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ ñàìà ìàãèñò-
ðàëü. Ïóñòü ãîðèçîíò ïëàíèðîâàíèÿ êàæäîãî èç àãåíòîâ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè 

+∞→T . À, êðîìå òîãî, íè ó ñîáñòâåííèêà, íè ó ôèðìû íåò ïëàíîâ ïî íàêîïëåíèþ 
êàïèòàëà: 

(5.1)  0Mγ = , 0Wγ = .  

Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò ñîîò-
íîøåíèÿ èñõîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Åñëè 1 0b− δ − β > , òî  

(5.2)  ( ) 0C t = , ( ) (0)
t
bY t Y e= ,  

Åñëè æå 1 0b− δ − β < , òîãäà 

(5.3)  
11( ) (0)

b t
bbC t Y e
− δ

βδ + β −
=

β
, 

1

( ) (0)
b t

bY t Y e
− δ

β= ,  

Âûðàæåíèå (5.2) ñîâïàäàåò ñ (3.1), à (5.3) – ñ (3.2). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíî-
âåñèå â ìîäåëè ñ óïðàâëåíèåì êàïèòàëîì ïðè áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå ïëàíèðîâà-
íèÿ ýôôåêòèâíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, 
åñëè â êà÷åñòâå òåðìèíàëüíûõ óñëîâèé äëÿ ôèðìû è ñîáñòâåííèêà ïîòðåáîâàòü 
ïðîñòî íåîòðèöàòåëüíîñòè èõ ÷èñòûõ àêòèâîâ – (5.1). 

Ïîñêîëüêó ðàâíîâåñèå ñ óïðàâëåíèåì êàïèòàëîì ïðè áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòå 
ýôôåêòèâíî, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íå òîëüêî íàòóðàëüíûå ïîêàçàòåëè (5.3), íî è 
ôèíàíñîâûå, à èìåííî: òðàåêòîðèÿ ïðîãðàììû âûïëàòû äèâèäåíäîâ è òðàåêòîðèÿ 
âëîæåíèé. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè (5.1) è áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå â ðàâíîâåñèè 
äëÿ ýòèõ ïîêàçàòåëåé ïîëó÷àåì ïðè 1 0b− δ − β >  

(5.4)  ( ) 0tπ = , 0
( )

( ) (0)
t tu du

bK t K e e
ι∫

= ,  

à ïðè 1 0b− δ − β <  
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(5.5)  0

1
( )1( ) (0)

t btu du
bbt K e e
−δ

ι∫
β− δ − β

π =
β

, 0

1
( )

( ) (0)
t btu du

bK t K e e
−δ

ι∫
β= .  

 
5.2. Ìîäåëèðîâàíèå ýôôåêòèâíîãî ðàâíîâåñèÿ ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì 

ðàâíîâåñèåì ñ êîíå÷íûì ãîðèçîíòîì 
 

Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ áåñêîíå÷íûé ãîðèçîíò íàèáîëåå ïðèâëåêàòå-
ëåí, íî ïðàêòè÷åñêè â ñêîëüêî-íèáóäü ðåàëèñòè÷íûõ ìîäåëÿõ ðàñ÷åò ðàâíîâåñèÿ 
ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì êðàéíå çàòðóäíèòåëåí. Ïîýòîìó ìû ñíîâà îáðàùàåìñÿ 
ê âîïðîñó î âîçìîæíîñòè ìîäåëèðîâàòü òðàåêòîðèè, ïîëó÷åííûå â çàäà÷àõ ñ áåñêî-
íå÷íûì ãîðèçîíòîì òðàåêòîðèÿìè çàäà÷ ñ êîíå÷íûì ãîðèçîíòîì ïðè ïîäõîäÿùåì 
âûáîðå ñðåäíåãî òåìïà ðîñòà êàïèòàëà. Îäíàêî â ñâåòå ïîëó÷åííîãî âûøå ðåçóëü-
òàòà îá ýôôåêòèâíîñòè ðàâíîâåñèÿ ñ óïðàâëåíèåì êàïèòàëîì, ïîñòàâèì áîëåå æå-
ñòêîå, ÷åì â ðàçäåëå 3, òðåáîâàíèå. Ïîñòàðàåìñÿ âûáðàòü ïîêàçàòåëè ñðåäíåãî ðîñ-
òà êàïèòàëà Mγ , Wγ  òàê, ÷òîáû ðàâíîâåñíàÿ òðàåêòîðèÿ ñ ãîðèçîíòîì Т öåëèêîì, 

à íå òîëüêî ïî ( )C t  è ( )Y t , ñîâïàäàëà íà îòðåçêå [ ]0,T  ñ ðàâíîâåñíîé ïðè áåñêî-

íå÷íîì ãîðèçîíòå.   
Â ñëó÷àå îïòèìàëüíîñòè äëÿ ïîòðåáèòåëÿ ðåæèìà ñ îòëîæåííûì ïîòðåáëå-

íèåì, ò.å. ïðè 1 0b− δ − β > , ðàâíîâåñíàÿ íà îòðåçêå [ ]0,T  òðàåêòîðèÿ ñîâïàäåò íà 

ýòîì îòðåçêå ñ òðàåêòîðèåé ðàâíîâåñèÿ ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì (5.2), (5.4), åñëè 
ïîëîæèòü 

(5.6)   0Wγ = , 0Mγ =   

Â ñëó÷àå êîãäà 1 0b− δ − β < , äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàâíîâåñíîé ïðè áåñêîíå÷-
íîì ãîðèçîíòå òðàåêòîðèè (5.3), (5.5) íóæíî ïîëîæèòü  

(5.7)  
1

1
b T

b
W e

−δ −β
βγ = − , 

1

1
b T

b
M e

−δ −β
βγ = − .  

Çíà÷åíèå (5.7) äîïóñòèìî, ïîñêîëüêó â çíàìåíàòåëå âòîðîé äðîáè â (4.53) 
1

1
b T

be
−δ −β

β ≤ . 
Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàäëåæàùåì çàäàíèè ñðåäíèõ òåìïîâ ðîñòà êàïèòàëà 

ìîäåëü ðàâíîâåñèÿ ñ óïðàâëåíèåì êàïèòàëîì íà êîíå÷íîì ãîðèçîíòå ìîæåò âîñ-
ïðîèçâåñòè ëþáûå îòðåçêè òðàåêòîðèé àíàëîãè÷íîé ìîäåëè ñ áåñêîíå÷íûì ãîðè-
çîíòîì.  

 
5.3. Ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ òðàåêòîðèé  

áåç ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì 
 
Ïðèâåäåííàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ Wγ  è Mγ  îñíîâûâàåòñÿ íà 

ñîïîñòàâëåíèè äâóõ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé, îòëè÷àþùèõñÿ, ïðåæäå âñåãî, ÷èñëîì 
àãåíòîâ, ïðèíèìàþùèõ ðåøåíèÿ. Âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè âûäåëèòü âûðàæå-
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íèÿ (5.6), (5.7) äëÿ Wγ  è ,Mγ  ïîëüçóÿñü òîëüêî ìîäåëüþ ðàâíîâåñèÿ ñ êîíå÷íûì ãî-
ðèçîíòîì.  

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðèì âûðàæåíèå (4.53), ïîçâîëÿþùåå îï-
ðåäåëèòü äèíàìèêó òåìïà ðîñòà ðåàëüíîãî âûïóñêà íà ðàâíîâåñíîé òðàåêòîðèè 

(5.8) 
1

1 1

1 1 1( ) ( )
( )

1 1

b t
b

Y W b bT t
b b

W

d b eg t Y t
Y t dt b b

e e

−δ −β
β

−δ −β −δ −β
β β

− δ − β
= = − γ

β  
− − γ −  

 

 

è åãî èçìåíåíèå âî âðåìåíè 

(5.9)
 

1
2 1

21 1

11( )

1 1

b Tb bt
b W

Y W
b bT t

b b
W

ed bg t e
dt b

e e

−δ −β
−δ −β β

β

−δ −β −δ −β
β β

− + γ − δ − β
= − γ β    

 − − γ −     

.  

Âûáåðåì òàêîå çíà÷åíèå Wγ , ïðè êîòîðîì òåìï ðîñòà ðåàëüíîãî âûïóñêà 

îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Èç (5.9) âèäíî, ÷òî òàêèõ çíà÷åíèé äâà, ïðè÷åì îäíî èç íèõ 
íóëåâîå. Ïîýòîìó ââåäåì åùå îäíî òðåáîâàíèå. Ïóñòü òåìï ðîñòà ðåàëüíîãî âû-
ïóñêà äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî èç âîçìîæíûõ ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé.  

Èç (5.8) ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå Yg  îïðåäåëÿåòñÿ, ïðåæäå âñåãî, çíàêîì ïîêà-
çàòåëÿ ýêñïîíåíòû, ïîýòîìó è ïîëó÷åííîå ðåøåíèå áóäåò çàâèñåòü îò íåãî. Ïðè 
1 0b− δ − β >  èñêîìîå çíà÷åíèå ñîñòàâèò 

(5.10)   0Wγ = .  

Åñëè æå 1 0b− δ − β < , òî  

(5.11)   
1

1
b T

b
W e

−δ −β
βγ = − .  

À ýòî è åñòü òå ñàìûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìû ïîëó÷èëè â ðàçä. 0. 
Íåñêîëüêî ñëîæíåå îáñòîèò äåëî ñ íàõîæäåíèåì Mγ . Èç (4.56), ïîëó÷àåì, ÷òî 

(5.12) 1

1 1

1 1( ) ( ) ( )
( )

1

1 1

K

b t
b

M b bT t
b b

M

dg t K t t
K t dt b

b e
b

e e

−δ −β
β

−δ −β −δ −β
β β

= = ι + −

− δ −β
− γ

β  
− − γ −  

 

.

  

Ýòî âûðàæåíèå ïîõîæå íà (5.9), íî â íåì ïðèñóòñòâóåò ïåðåìåííîå ñëàãàå-
ìîå ( )tι . Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî òåìï èíôëÿöèè ( )tι  ìîæåò áûòü â ðàâíîâåñèè çàäàí 
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ïðîèçâîëüíî, ïîýòîìó èñêàòü òàêèå Mγ , ïðè êîòîðûõ Kg  ïîñòîÿííî, áåññìûñëåííî. 

Ñóòü äåëà â òîì, ÷òî âåëè÷èíà ( )Y t  – ðåàëüíàÿ, à ( )K t  – íîìèíàëüíàÿ (äåíåæ-
íàÿ). Äëÿ íîìèíàëüíîé âåëè÷èíû åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ðåàëüíûé òåìï ðîñ-
òà ( ) ( ) ( )K Kg t g t t= − ι .  

Ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû ðåàëüíûé òåìï ðîñòà ( )Kg t  ïðèíèìàë ìàêñèìàëüíî âîç-

ìîæíîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ïîëó÷àåì ïðè 1 0b− δ − β >  0Mγ = , à ïðè 1 0b− δ − β <  
1

1
b T

b
M e

−δ −β
βγ = − , ÷òî îïÿòü-òàêè ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì, ïîëó÷åííûì ðàçä. 5.2. 
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 
 

Èíòåðïðåòàöèÿ ëèíåéíîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè 
 

Íåÿâíî èñïîëüçóåìàÿ â (1.1) ëèíåéíàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò 
áûòü ïîëó÷åíà â ðàìêàõ ñòàíäàðòíûõ ïðåäïîëîæåíèé ìîäåëè ïðîèçâîäñòâà ñ ó÷å-
òîì òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà, èçëîæåííûõ â [6]. Ïóñòü ïðîèçâîäñòâî îïèñûâàåòñÿ 
ñîîòíîøåíèåì 

(Ï.1)  ( ) ( ( ), ( ) ( ))X t F Q t t L t= α ,  

ãäå ( )X t  – âûïóñê ïðîäóêöèè, ( )Q t  – ïðîèçâîäñòâåííûå ôîíäû, ( )L t  – òðóä, ( )tα  – 
äîñòèãíóòûé âñëåäñòâèå òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà óðîâåíü ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðó-
äà, à ( , )F ⋅ ⋅  – ëèíåéíî îäíîðîäíàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Ôèíàíñîâûé áà-
ëàíñ ôèðìû (1.2) â ýòèõ óñëîâèÿõ ñëåäóåò çàïèñàòü êàê  

(Ï.2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d dW t p t X t Z t w t L t s t A t p t Q t
dt dt dt

 = − − + − 
 

,  

ãäå ( )w t  – ñòàâêà çàðàáîòíîé ïëàòû, à ( )d Q t
dt

 – èíâåñòèöèè, íàêîïëåíèå êîòîðûõ 

ñîçäàåò ïðîèçâîäñòâåííûå ôîíäû ( )Q t . 
Áóäåì ñ÷èòàòü, êàê â [6], ïðåäëîæåíèå òðóäà ïîñòîÿííûì, à óðîâåíü òåõíè-

÷åñêîãî ïðîãðåññà ïðîïîðöèîíàëüíûì íàêîïëåííûì ïðîèçâîäñòâåííûì ôîíäàì.  

(Ï.3)  ( ) , ( ) ( )L t L t Q t= α = ξ .  

Î÷åâèäíî, ÷òî êàê áû ôèðìà íè ïëàíèðîâàëà âûïóñê àêöèé è èíâåñòèöèè, 
äëÿ ìàêñèìèçàöèè äèâèäåíäîâ îíà äîëæíà îïðåäåëÿòü óðîâåíü çàíÿòîñòè ( )L t  
òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü òåêóùóþ ïðèáûëü  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), ( ) ( )) ( ) ( )p t X t w t L t p t F Q t t L t w t L t− = α −  

ïðè çàäàííûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäàõ. Îïðåäåëÿÿ ñïðîñ íà òðóä èç óñëîâèÿ 
ìàêñèìàëüíîñòè ïðèáûëè è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðûíîê òðóäà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâå-
ñèè, ïîëó÷àåì â ñèëó îäíîðîäíîñòè ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè, ÷òî ñòàâêà çàðà-
áîòíîé ïëàòû è âûïóñê áóäóò ïðîïîðöèîíàëüíû îáúåìó ôîíäîâ 
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(Ï.4)  2 2( ) ( ) ( )( ( ), ( ) ) ( ) ( )(1, )w t t D F Q t t L Q t D F L= α α = ξ ξ ,   

( ) ( ) (1, )X t Q t F L= ξ .  

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òðóäÿùèåñÿ – ýòî êàòåãîðèÿ íàñåëåíèÿ, îòëè÷-
íàÿ îò ðàññìîòðåííûõ âûøå ñîáñòâåííèêîâ, è ÷òî ýòè òðóäÿùèåñÿ íå äåëàþò ñáå-
ðåæåíèé, à òðàòÿò âåñü ñâîé äîõîä ( ) ( )w t L t  íà ïîòðåáëåíèå ( )H t  

(Ï.5)  2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1, )p t H t w t L t Q t D F L L= = ξ ξ .  

Ìàêðîýêîíîìè÷åñêèé áàëàíñ òîãäà âìåñòî (1.1) áóäåò èìåòü âèä 

(Ï.6)  ( ) ( ) ( ) ( )X t C t H t Q t
t

∂
= + +

∂
.  

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò âçàèìîîòíîøåíèÿ ôèðìû è ñîáñòâåííèêà, ìîæíî 
âêëþ÷èòü îïèñàíèå ðûíêà òðóäà è ïîòðåáëåíèÿ òðóäÿùèõñÿ «âíóòðü» îïèñàíèÿ 
ôèðìû. Äëÿ ýòîãî íóæíî ñ÷èòàòü ÷èñòûì ïðîäóêòîì ( )Y t  òî, ÷òî îñòàåòñÿ îò ( )X t  

ïîñëå âû÷åòà ïîòðåáëåíèÿ òðóäÿùèõñÿ ( )H t . Ïîëàãàÿ ïî îïðåäåëåíèþ 

(Ï.7) ( ) ( ) ( )Y t X t H t= − , 

2 1

1 1
(1, ) ( )(1, ) ( )(1, )

b
F L D F L L D F L

= =
ξ − ξ ξ ξ

. 

Ïîëó÷àåì â ñèëó (Ï.4), (Ï.5) èç (Ï.6) áàëàíñ (1.1), à èç (Ï.2) – áàëàíñ (1.2). 


