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Ïðåäëàãàåòñÿ àêñèîìàòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðîáëåìû âûáîðà äèíàìè÷å-

ñêîé êîíñòðóêöèè èíäåêñîâ è òðàåêòîðèé öåí è êîëè÷åñòâ. Äîêàçûâàåòñÿ 
ñóùåñòâîâàíèå òðàåêòîðèé öåí è êîëè÷åñòâ òîâàðîâ è óñëóã, äëÿ êîòîðûõ 
èäåíòè÷íû èíäåêñû, ïîðîæäàåìûå ïðåäëîæåííûìè Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè 
àëüòåðíàòèâíûìè êîíñòðóêöèÿìè èíäåêñîâ. Ïîëó÷àåìûå è ðåêîìåíäóåìûå 
äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ èíäåêñû Äèâèçèà – Ìîíòãîìåðè, èçâåñò-
íûå òàêæå êàê ëîãàðèôìè÷åñêèå èíäåêñû è èíäåêñû Ìîíòãîìåðè – Âàð-
òèà(I), îáëàäàþò àêñèîìàòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îäíîâðåìåííî èíäåêñîâ 
Äèâèçèà è èíäåêñîâ Ìîíòãîìåðè. Îíè îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóþòñÿ ïî-
ñòîÿííûìè íà òðàåêòîðèÿõ è ðàâíûìè äîëÿìè âêëàäà êàæäîãî ôàêòîðà 
â èçìåíåíèå ñòîèìîñòè è ëîãàðèôìà èíäåêñà ñòîèìîñòè äëÿ ðàññìàòðèâà-
åìîãî íàáîðà òîâàðîâ. Ýòî ñâîéñòâî èíäåêñîâ ñîîòâåòñòâóåò ïðèíèìàåìîìó 
â ñòàòèñòè÷åñêîé ïðàêòèêå ïðåäïîëîæåíèþ îá îäíîðîäíîñòè èçó÷àåìîãî 
ïðîöåññà ñîâìåñòíîãî èçìåíåíèÿ öåí è êîëè÷åñòâ â ñîñåäíèõ ñîñòîÿíèÿõ. 
Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ðàñ÷åò ñöåïëåííûõ èíäåêñîâ 
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðàâíèâàåìûõ ñîñòîÿíèé-ïåðèîäîâ. 
 
 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíäåêñû öåí è êîëè÷åñòâ, ñêîëüçÿùèå ïåðèîäû, ñðåäíÿÿ äëÿ 

ïåðèîäà öåíà òîâàðà, òðàåêòîðèè öåí è êîëè÷åñòâ, êîíñòðóêöèè èíäåêñîâ Äèâèçèà è 
Ìîíòãîìåðè, ëîãàðèôìè÷åñêèå èíäåêñû, èíäåêñû Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà(I). 

 
1. Ââåäåíèå 

 
Â 1925 ã. Ôðàíñóà Äèâèçèà ïðåäëîæèë íîâóþ äëÿ òîãî âðåìåíè êîíñòðóêöèþ 

èíäåêñîâ öåí è êîëè÷åñòâ, îïðåäåëÿåìûõ íàáîðàìè ýòèõ ïîêàçàòåëåé äëÿ äâóõ ñðàâ-
íèâàåìûõ ïåðèîäîâ âðåìåíè [20]. Èíäåêñû Äèâèçèà îïðåäåëÿþòñÿ, åñëè âûáðàíû 
äèôôåðåíöèðóåìûå òðàåêòîðèè öåí è êîëè÷åñòâ äëÿ ñêîëüçÿùèõ ïåðèîäîâ èëè ñî-
ñòîÿíèé èçó÷àåìîé ñèñòåìû, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññ ïåðåõîäà èëè ïðåîáðàçîâàíèÿ 
åå áàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íîå. Äæîí Ìîíòãîìåðè â 1929 ã. [24] ââåë â ðàññìîòðåíèå 
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àëüòåðíàòèâíóþ êîíñòðóêöèþ òðàåêòîðíûõ èíäåêñîâ, êîòîðàÿ ìíîãèå ãîäû, ôàêòè-
÷åñêè äî ïîÿâëåíèÿ îáçîðíîé ñòàòüè Áàëêà [15] îñòàâàëàñü âíå ïîëÿ çðåíèÿ ñïåöèà-
ëèñòîâ ïî òåîðèè èíäåêñîâ. 

Ñòîðîííèêè òàê íàçûâàåìûõ ñòàòèñòè÷åñêîãî è ýêîíîìè÷åñêîãî íàïðàâëåíèé 
â òåîðèè èíäåêñîâ êðèòèêîâàëè èíäåêñû Äèâèçèà íà òîì îñíîâàíèè, ÷òî ïî ñòàòè-
ñòè÷åñêèì äàííûì íåâîçìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü îïðåäåëÿþùèå èõ òðàåêòîðèè öåí 
è êîëè÷åñòâ. Ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé òðàåêòîðíûõ èíäåêñîâ, 
âûáîð èç êîòîðûõ íå áûë òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàí, óñèëèâàë ïîçèöèþ, îòðèöàþùóþ 
âîçìîæíîñòè ïðàêòè÷åñêîãî èõ ïðèìåíåíèÿ. Ïðåäëîæåíèå èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûé 
ïóòü, ñîåäèíÿþùèé öåíû è êîëè÷åñòâà â ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ, ïðèâîäÿùåå ê òàê 
íàçûâàåìûì íîðìàëüíûì èíäåêñàì Äèâèçèà – Ôîãòà [32], íå ïîëó÷èëî ïî ðÿäó ïðè-
÷èí ïîääåðæêè íè ó òåîðåòèêîâ, íè ó ïðàêòèêîâ [4; 5; 10; 15; 19; 29]. Èíäåêñû Äè-
âèçèà è èíäåêñû Ìîíòãîìåðè áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü â âèäå èõ äèñêðåòíûõ 
àïïðîêñèìàöèé, ò.å. èíäåêñíûõ ôîðìóë, íå òðåáóþùèõ çàäàíèÿ òðàåêòîðèé öåí è êî-
ëè÷åñòâ. Èçâåñòíû è ïðèìåíÿþòñÿ äâå òàêèå àïïðîêñèìàöèè, à èìåííî èíäåêñ öåí 
Òîðíêâèñòà âìåñòå ñ èìïëèöèòíûì åìó èíäåêñîì êîëè÷åñòâ è ëîãàðèôìè÷åñêèå èí-
äåêñû, èëè èíäåêñû Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà(I) [4; 5; 10; 25; 28; 30; 33]. 

Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå èíäåêñîâ Äèâèçèà áûëî äàíî Ðèõòåðîì [26]. Èç 
íåãî ñëåäóåò, ÷òî îíè íå ìîãóò áûòü íåçàâèñèìûìè îò âûáîðà ïóòåé, ò.å. òðàåêòîðèé 
öåí è êîëè÷åñòâ. Ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ èíäåêñîâ Äèâèçèà ïðåäëîæåíà â 
PhD-äèññåðòàöèè Ìåëàíåÿ [23]. Åå êðàòêîå èçëîæåíèå ïðèâåäåíî â [15]. Ñ ïîçèöèé 
ýêîíîìè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ òåîðèè èíäåêñîâ êîíñòðóêöèÿ èíäåêñîâ, ïðåäëîæåííàÿ 
Äèâèçèà, ðàññìàòðèâàëàñü â öåëîì ðÿäå ðàáîò, â òîì ÷èñëå â [12; 15; 19; 31]. Êîíñò-
ðóêöèÿ èíäåêñîâ, ïðåäëîæåííàÿ Ìîíòãîìåðè, ñ òàêèõ ïîçèöèé íå õàðàêòåðèçîâàëàñü, 
õîòÿ îíà è èíäåêñíûå ôîðìóëû Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà(I) îêàçàëèñü òåñíåéøèì îá-
ðàçîì ñâÿçàííûìè ñ ïðîáëåìîé ðàçäåëåíèÿ ïðèðîñòà ñòîèìîñòè òîâàðà èëè ãðóïïû 
òîâàðîâ íà ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå âêëàäàì ôàêòîðîâ öåí è êîëè÷åñòâ [6; 7; 8; 
9; 17; 24].  

Àêñèîìàòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ôàêòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïðèðîñòà ñòîè-
ìîñòè ïðåäëîæåíî àâòîðîì äàííîé ñòàòüè â 1965 ã. [9, ñ. 34–41], íî áûëî îïóáëèêî-
âàíî ñóùåñòâåííî ïîçäíåå [1; 2]. Îíî îñíîâûâàåòñÿ íà Àêñèîìå ïîñòîÿíñòâà âñåõ 
äîëåé âêëàäîâ ôàêòîðîâ â ïðèðîñòå ñòîèìîñòè âäîëü ïóòè, ñîñòîÿùåãî èç òðàåêòî-
ðèé öåí è êîëè÷åñòâ è îïðåäåëÿþùåãî åé èñêîìîå ôàêòîðíîå ðàçëîæåíèå. Ýòà Àê-
ñèîìà èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ôîðìàëèçàöèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ îá îäíîðîäíîñòè ïðîöåññà 
ïåðåõîäà èç íà÷àëüíîãî (áàçîâîãî) ñîñòîÿíèÿ â ëþáîå ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå ìåæäó 
íèì è êîíå÷íûì ñîñòîÿíèåì, âêëþ÷àÿ ïîñëåäíåå. Â ñòàòèñòè÷åñêîé ïðàêòèêå îäíîðîä-
íîñòü òàêîãî ïðîöåññà òðàêòóåòñÿ êàê îòñóòñòâèå íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü è èñ-
ïîëüçîâàòü êàêóþ-ëèáî èíôîðìàöèþ î öåíàõ è êîëè÷åñòâàõ â ñîñòîÿíèÿõ, ðåàëè-
çóþùèõñÿ â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå ìåæäó ñðàâíèâàåìûìè ãðàíè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè. 

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, îòíîñÿùèéñÿ ê òðàåêòîðíûì èíäåêñàì, êîòîðûé ñëåäóåò 
èç ïðèíÿòèÿ Àêñèîìû ïîñòîÿíñòâà äîëåé âêëàäîâ ôàêòîðîâ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà 
îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî ïóòåé, äëÿ êîòîðûõ êîíñòðóêöèè èíäåêñîâ Äèâèçèà è Ìîíò-
ãîìåðè ïîðîæäàþò èäåíòè÷íûå èíäåêñíûå ôîðìóëû, è ïîñëåäíèå ñîâïàäàþò ñ èí-
äåêñàìè Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà(I). Çàìåòèì, ÷òî èíäåêñû, ÿâëÿþùèåñÿ îäíîâðåìåííî 
èíäåêñàìè Äèâèçèà è èíäåêñàìè Ìîíòãîìåðè, îáëàäàþò âàæíûìè ñ ïîçèöèé òåîðèè 
è ïðàêòèêè ñâîéñòâàìè, ïðèñóùèìè òàêèì òðàåêòîðíûì èíäåêñàì ïî îòäåëüíîñòè. 
Íàïðèìåð, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé èíäåêñîâ Äèâèçèà îíè ñîãëàñîâàííû îòíîñèòåëüíî 
àãðåãèðîâàíèÿ, òîãäà êàê ýòèì ñâîéñòâîì â îáùåì ñëó÷àå íå îáëàäàþò èíäåêñû Ìîíò-
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ãîìåðè [4; 10; 11; 13; 14; 15; 18]. Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé èíäåêñîâ Ìîíòãîìåðè îíè äàþò 
ÿñíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ôàêòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ èçìåíåíèÿ ñòîèìîñòè íàáîðà òî-
âàðîâ. 

Íî ýòîò ðåçóëüòàò íå ìîã ïîíèìàòüñÿ êàê îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåì âû-
áîðà ïóòåé â êîíñòðóêöèÿõ èíäåêñîâ Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè. Îñòàâàëîñü íåÿñíûì, ñó-
ùåñòâóþò ëè äðóãèå ñèñòåìû ïóòåé, äëÿ êîòîðûõ êîíñòðóêöèè èíäåêñîâ Äèâèçèà è 
Ìîíòãîìåðè ïîðîæäàþò ñîâïàäàþùèå èíäåêñíûå ôîðìóëû. Äëÿ òàêèõ ïóòåé, åñëè 
áû îíè ñóùåñòâîâàëè, ìîãëè áû íå áûòü ïîñòîÿííûìè äîëè âêëàäîâ ôàêòîðîâ.  

Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå ýòîé öåíòðàëüíîé äëÿ òåîðèè òðà-
åêòîðíûõ èíäåêñîâ ïðîáëåìû. Â ðàçäåëå 2 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíäåêñû Äèâèçèà è èí-
äåêñû Ìîíòãîìåðè èìåþò ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà, è ïîýòîìó ïðîáëåìà âûáîðà êîíñòðóê-
öèè òðàåêòîðíûõ èíäåêñîâ òðåáóåò ðåøåíèÿ. Â ðàçäåëå 3 äîêàçûâàåòñÿ èäåíòè÷íîñòü 
èíäåêñîâ Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè äëÿ ïóòåé ñ ïîñòîÿííûìè äîëÿìè âêëàäîâ ôàêòî-
ðîâ è èõ ñîâïàäåíèå ñ èíäåêñàìè Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà(I). Â ðàçäåëå 4 äîêàçûâàåòñÿ, 
÷òî òðåáîâàíèå ðàâåíñòâà âî âñåõ òî÷êàõ èñêîìîãî ïóòè èíäåêñîâ, ïîðîæäàåìûõ êîí-
ñòðóêöèÿìè Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèè öåí è êîëè-
÷åñòâ. Ïîëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì èíäåêñû öåí è êîëè÷åñòâ èìåþò ïîñòîÿííûå äîëè 
âêëàäîâ ôàêòîðîâ. Èõ ïðåäëàãàåòñÿ íàçûâàòü èíäåêñàìè Äèâèçèà – Ìîíòãîìåðè. 
Â òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûõ íàçâàíèÿõ «ëîãàðèôìè÷åñêèå èíäåêñû» è «èíäåêñû 
Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà(I)» îòðàæàþòñÿ òîëüêî îñîáåííîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìû 
èíäåêñîâ èëè àâòîðñòâî êîíêðåòíîé äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè òðàåêòîðíûõ èíäåê-
ñîâ, â òî âðåìÿ êàê ýòè èíäåêñíûå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì ñëó÷àåì èí-
äåêñîâ, ïîðîæäàåìûõ äâóìÿ ðàçíûìè êîíñòðóêöèÿìè èíäåêñîâ. Â ðàçäåëå 5 ñòàòüè 
àíàëèçèðóþòñÿ ñâîéñòâà ñöåïëåííûõ èíäåêñîâ Äèâèçèà – Ìîíòãîìåðè, îïðåäåëÿå-
ìûõ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿíèé èçó÷àåìîé ñèñòåìû öåí è êîëè÷åñòâ. 

 

2. Îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà èíäåêñîâ,  
ïîðîæäàåìûõ êîíñòðóêöèÿìè Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè 

 
Ïðåäëîæåííûå Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè òðàåêòîðíûå êîíñòðóêöèè èíäåêñîâ èñ-

õîäÿò èç ñëåäóþùèõ, îáùèõ äëÿ íèõ ïðåäïîëîæåíèé. Íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿ-
íèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû öåí pi è êîëè÷åñòâ qi(i = 1,…,n) n òîâàðîâ ïðåäñòàâëå-
íû ïîëîæèòåëüíûìè òî÷êàìè (p0,q0) є (p0

i ; q0
i), (p

1;q1) є (p1
i ; q1

i) 2n-ìåðíîãî âåùåñòâåííî-
ãî ïðîñòðàíñòâà R2n

. Çàäàåòñÿ èëè èùåòñÿ ïóòü π(t; p0,q0; p1,q1) є {pi (t), qi(t)}, ñîåäèíÿþ-
ùèé ãðàíè÷íûå òî÷êè è îïèñûâàþùèé ïåðåõîä ñèñòåìû èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (t = 0) 
â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (t = 1) ñ ïîìîùüþ òðàåêòîðèé öåí è êîëè÷åñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè îò ïàðàìåòðà t(t О [0;1]). 

Åñëè ãðàíè÷íûå ñîñòîÿíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ êîëè÷åñòâàìè òîâàðîâ è èõ ñðåä-
íèìè öåíàìè äëÿ ïåðèîäîâ åäèíè÷íûõ ïðîäîëæèòåëüíîñòåé, íà÷àëüíûìè ìîìåíòàìè 
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìîìåíòû âðåìåíè t = 0 è t = 1 ñîîòâåòñòâåííî, òî êîëè÷åñòâà qi(t) 
è öåíû pi (t) ïðè 0 < t < 1 îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ïîêàçàòåëè äëÿ «ñêîëü-
çÿùèõ» ïåðèîäîâ âðåìåíè ñ τ О [t; t + 1], íà÷èíàþùèõñÿ ñ ìîìåíòîâ τ = t. Ðàññìîòðåíèå 
èçìåíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè êîëè÷åñòâ qi (t) è ñðåäíèõ öåí pi (t) òîâàðîâ äëÿ ñêîëüçÿùèõ 
ïåðèîäîâ, õàðàêòåðíîå äëÿ òðàåêòîðíûõ èëè äèíàìè÷åñêèõ èíäåêñîâ, ñîîòâåòñòâóåò 
ïðåäïîëîæåíèþ î íåïîñòîÿíñòâå öåí, íàáëþäàåìûõ äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè, è î ñó-
ùåñòâîâàíèè âçàèìîñâÿçàííûõ òåíäåíöèé â äèíàìèêå öåí, êîëè÷åñòâ è ñòîèìîñòåé 
òîâàðîâ. 
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Òîãäà ïðè âûáðàííîì ïóòè π(t) è t О [0;1] âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà 
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p ii ее DD  – âêëàäû ôàêòîðîâ öåí è êîëè÷åñòâ â èçìåíåíèå (ïðèðàùå-

íèå) ñòîèìîñòè V(t), à Δp lnV(t) + Δq lnV(t) – âêëàäû ôàêòîðîâ â ëîãàðèôì èíäåêñà ñòîè-
ìîñòè (lnIV(t) = lnV(t) – lnV(0)) âäîëü ïóòè π(t). 

Äèâèçèà [20], èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2), ïðåäëîæèë îïðåäåëÿòü òðàåêòîðíûå èí-
äåêñû öåí IPπ è êîëè÷åñòâ IQπ, èëè èíäåêñû Äèâèçèà, ðàâåíñòâàìè  

(3)   lnIPπ = Δp lnV(1) є lnIPD,    lnIQπ = Δq lnV(1) є lnIQD.  

Ìîíòãîìåðè [24] ââåë ñâîþ êîíñòðóêöèþ òðàåêòîðíûõ èíäåêñîâ IPπ è IQπ: 

(4)    lnIPπ = ΔplnV(1) / L(V(0),V(1)) є lnIPM,  
                     lnIQπ = ΔqlnV(t) / L(V(0),V(1)) є lnIQM, 

â êîòîðîé lnIPM, lnIQM – èíäåêñû Ìîíòãîìåðè; L(x,y) – íåïðåðûâíàÿ è ñèììåòðè÷-
íàÿ ôóíêöèÿ (L(x,y) = L(y,x)) ïîëîæèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ x,y, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: L(x,y) = (x – y) / ln(x/y), åñëè x ≠ y, è L(x,x) = x. 

Ôóíêöèþ L(x,y) íàçûâàþò ëîãàðèôìè÷åñêèì ñðåäíèì. Îíà èçó÷åíà è îáëà-
äàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: L(λx,λy) = λL(x,y) ïðè λ > 0, min(x,y) ≤ L(x,y) ≤ max(x,y), 
(x,y)1/2 ≤ L(x,y) ≤ (x + y)/2. Åñëè V(1) ≠ V(0), òî lnIPM = [ΔpV(1) / ΔV(1)]lnIV,  
lnIQM = [ΔqV(1) / ΔV(1)]lnIV è ëîãàðèôì èíäåêñà ñòîèìîñòè (lnIV є lnV(1) / V(0)) ðàç-
äåëÿåòñÿ íà ñëàãàåìûå lnIPM è lnIQM ñ ïîìîùüþ äîëåé ôàêòîðîâ öåí è êîëè÷åñòâ â 
ΔV = V(1) – V(0). Åñëè V(1) = V(0), òî lnIPM = ΔpV(1) / V(0), lnIQM = ΔqV(1) / V(0)). 

Â îáîçíà÷åíèÿõ èíäåêñîâ Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè èñïîëüçóþòñÿ íàáèðàåìûå 
êóðñèâîì áóêâû D è M, ïîñêîëüêó èíäåêñû IPD, IQD è IPM, IQM – ýòî íå êîíêðåòíûå 
èíäåêñíûå ôîðìóëû, à èìåííî êîíñòðóêöèè èíäåêñîâ, âêëþ÷àþùèå çàäàâàåìûé ïóòü 
π(t). Èìåííî âûáîð ñåìåéñòâà Sπ ïóòåé π(t;p0,q0;p1,q1) О Sπ, ýëåìåíòû êîòîðîãî îïðå-
äåëÿþòñÿ ïàðàìè ãðàíè÷íûõ òî÷åê (p0,q0) è (p1,q1), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåíòðàëüíóþ 
ïðîáëåìó òðàåêòîðíîé èëè äèíàìè÷åñêîé òåîðèè èíäåêñîâ. Çàìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå 
ïî òåîðèè èíäåêñîâ ëîãàðèôìè÷åñêèìè èíäåêñàìè, èíäåêñàìè Ìîíòãîìåðè – Âàð-
òèà(I) èëè äàæå èíäåêñàìè Ìîíòãîìåðè íàçûâàþò èíäåêñíûå ôîðìóëû, ïðåäëîæåí-
íûå Ìîíòãîìåðè [25] è ïîçäíåå äðóãèìè àâòîðàìè, èñõîäÿ èç ðàçëè÷íûõ ñîîáðàæåíèé. 
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Ýòè èíäåêñû, îáîçíà÷àåìûå â äàëüíåéøåì IPM è IQM, â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò òðàê-
òîâàëèñü êàê àïïðîêñèìàöèè òðàåêòîðíûõ èíäåêñîâ Äèâèçèà èëè Ìîíòãîìåðè, íå 
òðåáóþùèå çàäàíèÿ òðàåêòîðèé öåí è êîëè÷åñòâ. 

Íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ïóòè  

p(t) є p(t; p0,q0; p1,q1) є {p0(t),q0(t); p1(t),q1(t)} 

çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ, ïîëó÷àåìûõ â êîíñòðóêöèÿõ èíäåêñîâ Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè, 
â îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷àþòñÿ. Äî òåõ ïîð ïîêà ïóòü p(t) íå âûáðàí, ýòî ðàçëè÷èå «ñêðû-
òî» â îïðåäåëÿþùèõ òàêèå èíäåêñû êîíñòðóêöèÿõ. Ïîýòîìó ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê 
èíäåêñû Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ íà ïðèìåðå ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ 
òðàåêòîðèé öåí è êîëè÷åñòâ: 

(5)      pi (t) = p0
i + t (p1

i – p0
i),  qi (t) = q0

i + t (q1
i – q0

i),  t О [0;1].  

Íàïîìíèì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå Ôîãò [32] ïîëó÷èë ôîðìóëû äëÿ èíäåêñîâ Äè-
âèçèà, íàçâàííûõ èì íîðìàëüíûìè èíäåêñàìè. Äëÿ òàêèõ òðàåêòîðèé ñòîèìîñòü 

V(t) = Si pi(t)qi(t) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé âðåìåíè. Ïîñêîëüêó öåíû è êîëè-

÷åñòâà â ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ (ïðè t = 0 è t = 1) ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, 
òî ïîëîæèòåëüíû è òðàåêòîðèè öåí è êîëè÷åñòâ ìåæäó íèìè. Íî ñòîèìîñòü V(t) â 
ôîðìóëàõ èíäåêñîâ Äèâèçèà èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå çíàìåíàòåëÿ, è ïîýòîìó ôîð-
ìóëû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîïðåäåëåííûõ è îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ, îïðåäå-
ëÿþùèõ ýòè èíäåêñû, ðàñïàäàþòñÿ íà òðè ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî ïîëîæèòåëåí, 
îòðèöàòåëåí èëè ðàâåí íóëþ äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ  

V(z) є [Si (p1
i – p0

i)(q1
i – q0

i)] z2 + [Si (p1
i – p0

i)q0
i + Si p0

i (q1
i – q0

i)]z + Si p0
iq0

i є az2 + bz + c = 0. 

Ôîðìóëû äëÿ íîðìàëüíûõ èíäåêñîâ öåí è êîëè÷åñòâ Äèâèçèà – Ôîãòà â ýòèõ 
òðåõ ñëó÷àÿõ ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â [5, c. 90]. Ê ñîæàëåíèþ, â ôîðìóëå äëÿ äèñêðè-
ìèíàíòà (b2 – 4ac) òàì äîïóùåíà î÷åâèäíàÿ îøèáêà. 

Äëÿ èíäåêñîâ Ìîíòãîìåðè, ïîðîæäàåìûõ ëèíåéíûìè òðàåêòîðèÿìè (5) è íà-
çûâàåìûõ èíäåêñàìè Ìîíòãîìåðè – Ôîãòà, ñëåäóþùèå ïðîñòûå ôîðìóëû ïîëó÷à-
þòñÿ áåç òðóäà: 

(6)           IPMV = Si (p1
i – p0

i)(q1
i + q0

i) / 2L(V(0),V(1)),  

                              IQMV = Si (p1
i + p0

i)(q1
i – q0

i) / 2L(V(0),V(1)).  

Ôîðìóëû äëÿ èíäåêñîâ Ìîíòãîìåðè – Ôîãòà íå òîëüêî íå ðàñïàäàþòñÿ íà òðè 
âàðèàíòà, íî è ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì ôîðìóëû äëÿ èíäåêñîâ Äèâèçèà – Ôîãòà. 

Âàæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî, ÷òî êîíñòðóêöèè èíäåêñîâ, ïîðîæäàåìûå êîíñò-
ðóêöèÿìè Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè, â îáùåì ñëó÷àå èìåþò ðàçíûå ñâîéñòâà. Îñîáåí-
íîñòüþ òàêèõ äèíàìè÷åñêèõ èíäåêñîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèå èõ ñâîéñòâ íà ðàçëè÷íûõ 
ìíîæåñòâàõ ñðàâíèâàåìûõ ñîñòîÿíèé (÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ìîìåíòíûõ èëè ñòàòè÷å-
ñêèõ èíäåêñîâ) è íà ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâàõ ïóòåé. Ïîñëåäíåå õàðàêòåðíî èìåííî äëÿ 
òðàåêòîðíûõ èëè äèíàìè÷åñêèõ èíäåêñîâ è íå îòìå÷àåòñÿ â áîëüøèíñòâå ðàáîò, àíà-
ëèçèðîâàâøèõ ñâîéñòâà èíäåêñîâ IPD, IQD è IPM, IQM. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì òàêèå 
ñâîéñòâà áîëåå ïîäðîáíî, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ðàáîòû [4; 11; 13; 14; 15; 16; 18; 21; 22; 27]. 
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Ñâîéñòâà ñåìåéñòâ èíäåêñîâ Äèâèçèà IPD, IQD è Ìîíòãîìåðè IPM, IQM áóäåì 
àíàëèçèðîâàòü, îïðåäåëÿÿ òàêèå ñâîéñòâà äëÿ: 

À) ôèêñèðîâàííîãî ïóòè ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ (p0,q0), (p1,q1) è 
òðàåêòîðèÿõ öåí è êîëè÷åñòâ {pi (t), qi (t)}; 

Â) ïóòåé, ïîëó÷àåìûõ íåêîòîðûì ïðåîáðàçîâàíèåì òðàåêòîðèé {pi(t), qi(t)} â òðà-
åêòîðèè {pi (t)*, qi (t)*} = F({pi (t), qi (t)};a), ãäå a – ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ F({…};a) 
ïðè ôèêñèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ;  

Ñ) ïóòåé, ñîñòîÿùèõ èç ïðåîáðàçîâàííûõ òðàåêòîðèé {pi (t)*,qi (t)*} ñ èçìåíÿþ-
ùèìèñÿ ãðàíè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè (p k*,q k*) № (p k,q k), k = 0, 1. 

Èíäåêñû {IPD, IQD} è {IPM, IQM} äëÿ îïðåäåëÿåìûõ òàêèì îáðàçîì òðåõ êëàñ-
ñîâ òðàåêòîðèé öåí è êîëè÷åñòâ áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâàìè èíäåêñîâ, îáîçíà÷àÿ 
òàêèå ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâåííî D(A), D(B), D(C) è M(A), M(В), M(C). Íàøåé öåëüþ 
íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî èíäåêñû èç ýòèõ ìíîæåñòâ èìåþò îäíè è â îá-
ùåì ñëó÷àå íå èìåþò äðóãèå ñâîéñòâà, ïîñêîëüêó ìíîãèå òàêèå óòâåðæäåíèÿ ñîäåð-
æàòñÿ â óïîìèíàåìûõ âûøå ðàáîòàõ. Îäíàêî ôîðìóëèðîâêè íå âñòðå÷àâøèõñÿ â íèõ 
óòâåðæäåíèé è èõ äîêàçàòåëüñòâà áóäóò ïðèâåäåíû. 

Èíäåêñû Äèâèçèà èç D(A) óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì ñòîèìîñòè, îáðàòèìîñòè 
ñîñòîÿíèé, îáðàòèìîñòè ôàêòîðîâ, òðàíçèòèâíîñòè (öèðêóëÿðíîñòè), ìîíîòîííîñòè, 
ñîãëàñîâàííîñòè ïðè àãðåãèðîâàíèè è èäåíòè÷íîñòè; èõ çíà÷åíèÿ íå èçìåíÿþòñÿ ïðè 
íåâûðîæäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïàðàìåòðèçàöèè ïóòè (t = g(t), t = g–1(t)) è ïðè èç-
ìåíåíèè åäèíèöû èçìåðåíèÿ ñòîèìîñòè; íî äëÿ íèõ íå âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà ñðåäíåãî 
(min(p1

i / p0
i) Ј IP Ј max(p1

i / p0
i)). 

Èíäåêñû Ìîíòãîìåðè èç M(A) îáëàäàþò ïî÷òè òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è èí-
äåêñû èç D(A), íî äëÿ íèõ íå âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû òðàíçèòèâíîñòè, ñîãëàñîâàííî-
ñòè ïðè àãðåãèðîâàíèè è èäåíòè÷íîñòè. Ê ôîðìóëèðîâêå ñâîéñòâà òðàíçèòèâíîñòè äëÿ 
èíäåêñîâ Äèâèçèà è èíäåêñîâ Ìîíòãîìåðè, êîòîðîå ìîæåò ïîíèìàòüñÿ íåîäíîçíà÷íî, 
ìû îáðàòèìñÿ â ðàçäåëå 4 äàííîé ñòàòüè.  

Äëÿ òîãî ÷òîáû àíàëèçèðîâàòü ñâîéñòâà äèíàìè÷åñêèõ èíäåêñîâ èç ìíîæåñòâ D(B) 
è M(B), íåîáõîäèìî çàäàòü ìíîæåñòâî ïóòåé, ñîñòîÿùèõ èç òðàåêòîðèé {p(t)*,q(t)*}, èí-
äåêñû äëÿ êîòîðûõ ñðàâíèâàþòñÿ ñ èíäåêñàìè äëÿ òðàåêòîðèè {p(t),q(t)}. Òàêîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå òðàåêòîðèé çàäàäèì â âèäå ñîîòíîøåíèé 

(7)  pi (t)* = λ(t)pi (t), qi (t)* = qi (t), i = 1,…,n, 0 Ј t Ј 1,  

ãäå íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ λ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì λi (t) і 1, λi (0) = λi (1) = 1. 
Òîãäà äëÿ ïóòåé p* è èíäåêñà êîëè÷åñòâ Äèâèçèà, èñïîëüçóÿ (2), èìååì 

(8)      lnIQD* =
1

0

( )
( ) ( ) / ( ) ( )i

i
i

dq t p t t v t t dt
dt

й щl lк ъл ы
ет  = lnIQD  

è ïîñêîëüêó ln(V(1)* / V(0)*) = ln(λ(1)V(1) / λ(1)V(0)) = ln(V(1) / V(0)), òî lnIPD* = lnIPD. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè ïðîïîðöèîíàëüíîì óâåëè÷åíèè öåí â èíòåðâàëå ìåæäó ãðàíè÷íûìè 
ìîìåíòàìè âðåìåíè (0 < t < 1) è ïðè íåèçìåíÿþùèõñÿ êîëè÷åñòâàõ èíäåêñû Äèâèçèà 
íå èçìåíÿþòñÿ. 

Äëÿ ïóòåé p* è èíäåêñà êîëè÷åñòâ Ìîíòãîìåðè IQM àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó-
÷àåì 
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(9) lnIQM* = /)()()(
1

0 пю

п
э
ь

по

п
н
м

lет dt
dt

tdqtpt i

i
i L(V*(0),V(1)*) = 

= /)()()(
1

0 пю

п
э
ь

по

п
н
м

lет dt
dt

tdqtpt i

i
i L(V(0),V(1)) > lnIQM,  

ïîñêîëüêó λ(t) і 1, λ(0) = λ(1) = 1, íî ôóíêöèÿ λ(t) íå ðàâíà òîæäåñòâåííî åäèíèöå. 
Ñëåäîâàòåëüíî, lnIPM* < lnIPM и IPM* < IPM. 

Áîëåå îáùåå ïðåîáðàçîâàíèå òðàåêòîðèé {p(t),q(t)} â òðàåêòîðèè {p(t)*,q(t)*} çà-
äàäèì â âèäå  

(10)  pi (t)* = λi (t)pi (t),  qi (t)* = qi (t),  i = 1,…,n, 0 Ј t Ј 1, 

ãäå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè λi (t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì λi (t) і 1, λi (0) = λi (1) = 1. 
Òîãäà äëÿ èíäåêñà êîëè÷åñòâ Äèâèçèà  

lnIQD* = 
1

0

( ) ( ) ( ) / ( ) ( )i
i i j j

i j

dq t p t t v t t dt
dt

й щ
l lк ъ

л ы
е ет  

íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü êàêîå-ëèáî íåðàâåíñòâî èëè ðàâåíñòâî, åñëè íå ïðèíèìàòü äî-
ïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î äèíàìèêå îòíîøåíèé öåí pi (t)* / pi (t) є λi (t). 

Íî äëÿ èíäåêñà êîëè÷åñòâ Ìîíòãîìåðè IQM* óäàåòñÿ äîêàçàòü íåðàâåíñòâî 
IQM* і IQM, åñëè êîëè÷åñòâà íå óáûâàþò ñî âðåìåíåì. Â ýòîì ñëó÷àå  

(11) IQM* = /)()()(
1

0 пю

п
э
ь

по

п
н
м

lет dt
dt

tdqtpt i

i
ii L(V(0),V(1)) і lnIQM, 

ïîñêîëüêó λi (t) і 1. 
Äëÿ èíäåêñîâ èç ìíîæåñòâ D(С) è M(C) òðàåêòîðèè {p(t)*,q(t)*} îïðåäåëèì ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: 

pi (t)* = λi (t)pi (t),  qi (t)* = μqi (t),  i = 1,…,n,  0 Ј t Ј 1, 

ïðèíèìàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà λi (t) і 1, μ > 0 è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ λi(0) = λ0, 
λi (1) = λ1, íî ñëó÷àé λi (0) = λi (1) = 1 íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. 

Î÷åâèäíî, ÷òî ïî òåì æå ïðè÷èíàì, êàê äëÿ èíäåêñîâ èç D(B), äëÿ èíäåêñîâ èç 
D(С) êàêèå-ëèáî óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ. Íî äëÿ èíäåêñà êîëè÷åñòâ IQM * 
Ìîíòãîìåðè ïðè V(1)* – V(0)* є μ{λ1V(1) – λ0V(0)} № 0 èìååì  

lnIQM* = /)()()(
1

0 пю

п
э
ь

по

п
н
м

mlет dt
dt

tdqtpt i

i
ii L(V(0)*,V(1)*) = 

= μ /)()()(
1

0 пю

п
э
ь

по

п
н
м

lет dt
dt

tdqtpt i

i
ii L(V(1)*,V(0)*). 
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Ïîñêîëüêó dt
dt

tdqtpt i
i

i o
i

)()()(
1

етl іет
i o

i
i dt

dt
tdqtp

1

,)()(  òî äëÿ òîãî, ÷òîáû â ïðåä-

ïîëîæåíèè, ÷òî lnIQM > 0, âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî IQM* і IQM, äîñòàòî÷íî âûïîë-
íåíèå íåðàâåíñòâà 

μ / L(V(1)*,V(0)*) і 1 / L(V(1),V(0)). 

Ýòî íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 

(12)  
)0()1(
)]0(/)1(ln[

)0()1(
]/ln[)]0(/)1(ln[

0

01

VV
VV

VV
VV

i -
і

l-l
ll+

  

è â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûõ çíàìåíàòåëåé îíî ïðåîáðàçóåòñÿ â íåðàâåíñòâî 

[V(1) / V(0) – 1]ln[V(1) / V(0)] і [λ1 – λ0] / [λ1 – 1]. 

Ïðè çàäàííîì èíäåêñå ñòîèìîñòè IV = V(1) / V(0) íåðàâåíñòâî (12) îïðåäåëÿåò ïà-
ðû êîýôôèöèåíòîâ (λ1, λ0), äëÿ êîòîðûõ IQM* і IQM. Åñëè çíàìåíàòåëè â (12) ïîëî-
æèòåëüíû, òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ  

IQM* і IQM · y є IQM · 
пю

п
э
ь

по

п
н
м

чч
ш

ц
зз
и

ж
-чч

ш

ц
зз
и

ж

l-l
ll+

)0()1(
)]0(/)1(ln[/

)0()1(
]/ln[)]0(/)1(ln[

0

01

VV
VV

VV
VV

i і IQM. 

Íî èç íåðàâåíñòâà IQM* і IQM íå ñëåäóåò íåðàâåíñòâî IPM* Ј IPM, òàê êàê 
IV* № IV. Îäíàêî èç òîæäåñòâà  

lnIV* є lnIPM* + lnIQM* = lnIPM + lnIQM + ln(λ1 / λ0)  

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî 

lnIPM* = lnIPM + lnIQM + ln(λ1 / λ0) – lnIQM* Ј lnIPM + ln(λ1 / λ0) + (1 – y) · lnIQM, 

â êîòîðîì (1 – y) < 0 è lnIQM > 0. Ïîýòîìó ïðè IQM > 1 íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé èíäåê-
ñà IPM ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (12) è λ1 / λ0 Ј 1 îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ λ1 і 1, 
λ0 і 1, ïðè êîòîðûõ äëÿ èíäåêñîâ Ìîíòãîìåðè IPM è IQM óäîâëåòâîðÿþòñÿ íåðàâåíñòâà  

IPM* Ј IPM,  IQM* і IQM.  

Ýòèì æå ñïîñîáîì ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ èíäåêñîâ èç 
ìíîæåñòâ D(B), M(B), D(C), M(C), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 0 < λi Ј 1. 
Î÷åâèäíî, ÷òî àíàëèç ñâîéñòâ èíäåêñîâ Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè ìîæíî âûïîëíèòü, åñëè 
â îïðåäåëåíèÿõ òðàåêòîðèé {p(t)*,q(t)*} ðàññìàòðèâàòü êîëè÷åñòâà êàê èçìåíÿþùèåñÿ 
ïî çàêîíàì qi (t)* = λi (t)qi(t) ïðè öåíàõ pi (t)* = μpi(t). 

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî êîíñòðóêöèè èíäåêñîâ, ïðåäëîæåííûå Äèâèçèà è 
Ìîíòãîìåðè, ïîðîæäàþò èíäåêñíûå ôîðìóëû, îáëàäàþùèå êàê îáùèìè, òàê è ðàçëè÷-
íûìè ñâîéñòâàìè. Ïîýòîìó â ðàìêàõ òðàåêòîðíîãî íàïðàâëåíèÿ òåîðèè èíäåêñîâ òðå-
áóåòñÿ êîððåêòíî ñôîðìóëèðîâàòü è ðåøèòü ïðîáëåìó âûáîðà íå òîëüêî òðàåêòîðèé 
öåí è êîëè÷åñòâ, íî è âûáîðà ñàìèõ êîíñòðóêöèé òàêèõ èíäåêñîâ. 
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3. Èäåíòè÷íîñòü èíäåêñîâ Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè  
ñ ïîñòîÿííûìè äîëÿìè âêëàäîâ ôàêòîðîâ 

 
Àâòîðîì äàííîé ñòàòüè áûëî äîêàçàíî [1; 2], ÷òî â ñëó÷àå V(1) ≠ V(0), ñóùåñò-

âóåò òàêîé ïóòü π•(t;p0,q0;p1,q1), äëÿ êîòîðîãî ïîñòîÿííû äîëè 2n ôàêòîðîâ öåí pi è 
êîëè÷åñòâ qi(i = 1,…,n) â èçìåíåíèè ñòîèìîñòè ΔV(t) = V(t) – V(0). Äîëè íå èçìåíÿþòñÿ 
âäîëü ïóòè (ïðè 0 < t ≤ 1) è îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè 

(13)  ),(/)()( tVtVtu
ii pp DDє  ).(/)()( tVttu

ii qq DDє  

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñòîèìîñòü V(t) íà èñêîìîì ïóòè ÿâëÿåòñÿ ìîíî-
òîííîé ôóíêöèåé îò íåêîòîðîé ïåðåìåííîé-ïàðàìåòðà s = s(t). Ýòî ïîçâîëÿåò âûáðàòü 
ïàðàìåòðèçàöèþ ïóòè òàê, ÷òî V(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò t: 

(14)  V(t) = V(0) + t[V(1) – V(0)].  

Òàêîé âûáîð ïàðàìåòðèçàöèè òðàåêòîðèé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ïåðèîäå ìåæ-
äó çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà t è (t + 1) ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ òîâàðîâ 
V(t) èçìåíÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòîèìîñòüþ V(t – 1) ïðè ëþáîì t О [0;1] íà âåëè÷èíó 
[V(1) – V(0)]. Ïîýòîìó ïåðèîäû ñ τ О [t; t + 1] óæå íå èìåþò ðàâíûå ïðîäîëæèòåëüíîñòè 
âî âðåìåíè. Ïîñëåäíèå çàâèñÿò îò äèíàìèêè ñóììàðíîé ñòîèìîñòè òîâàðîâ, ïîñêîëüêó 
ïàðàìåòð t ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé f(s) âðåìåíè s. Íî, êàê îòìå÷àëîñü â ðàç-
äåëå 2, ñâîéñòâà èíäåêñîâ, ïîðîæäàåìûõ òðàåêòîðíûìè êîíñòðóêöèÿìè, èíâàðèàíòíû 
îòíîñèòåëüíî âûáîðà íåâûðîæäåííûõ ïàðàìåòðèçàöèé îïðåäåëÿþùèõ èõ ïóòåé.  

Èç ïîñòîÿíñòâà äîëåé ôàêòîðîâ (13) è èç (14) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîãî 
ïóòè π•(t;p0,q0;p1,q1) è åãî òðàåêòîðèé, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè 

(15)  ln pi (t; p0,q0;p1,q1) = lnp0
i + αi (p)ln[vi (t) / vi (0)], 

ln qi (t; p0,q0;p1,q1) = lnq0
i + αi(q)ln[vi(t) / vi (0)], 

â êîòîðûõ vi(t) = p0
iq 0

i + t(p1
i q 1

i – p0
i q0

i) є v t
i, αi(p) + αi(q) = 1 è αi(p) = ln(p1

i / p0
i) / ln(v1

i / v0
i), 

αi (q) = ln(q1
i / q0

i) / ln(v1
i / v0

i). 
Ïîñòîÿííûå äîëè ôàêòîðîâ òàêæå íàõîäÿòñÿ: 

(16) ),(
)0()1(

01

p
VV
vvu i

ii
pi

a
-
-

=    )(
)0()1(

01

q
VV
vvu i

ii
qi

a
-
-

= .  

Äëÿ ñåìåéñòâà ïóòåé Sπ•, çàäàííûõ ôîðìóëàìè (15), èíäåêñû IPM, IQM  Ìîíò-
ãîìåðè íàõîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èõ îïðåäåëåíèé [1; 2] è îêàçûâàþòñÿ ðàâíû 
èíäåêñàì Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà(I): 

(17)  IPMπ• = IPM = [V(1) / V(0)]m(p),   IQMπ• = IQM = [V(1) / V(0)]m(q),  

äëÿ êîòîðûõ m(p) + m(q) = 1 è 

(18)       m(p) = 
)/ln(
)/ln(

)0()1( 1

0101

o
ii

ii

i

ii

vv
pp

VV
vvе Ч

-
-

,   m(q) = .
)/ln(
)/ln(

)0()1( 01

0101

е Ч
-
-

i ii

iiii
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qq

VV
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Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ñòîèìîñòåé V(1) è V(0) èëè v1
i è v0

i ïðè êàêèõ ëèáî i îòíî-
øåíèå ln[V(1) / V(0)] / [V(1) – V(0)] èëè àíàëîãè÷íûå îòíîøåíèÿ äëÿ òîâàðîâ çàìåíÿ-
þòñÿ â (17) è (18) íà ñðåäíèå ëîãàðèôìè÷åñêèå, ò.å. íà V(0) = V(1) è v0

i = v1
i. 

Ïðèâåäåì ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî è èíäåêñû Äèâèçèà IPD, IQD äëÿ 
ïóòåé π•(t;p0,q0;p1,q1) òàêæå îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè èíäåêñàì (17). Èç ïîñòîÿíñòâà 
äîëåé ôàêòîðîâ öåí èìååì  

(19) )],0()1([)()()(
VVutq

dt
tdp

dt
tVd

i
i

pi
ip -==

D
 i = 1,…n.  

Òîãäà, èñïîëüçóÿ (19), ïîëó÷àåì 

теет -t+
t

-=t
t
t

t
t

=D
1

0

1

0 )]0()1([)0(
)]0()1([

)(
)()()1(ln

VVV
dVVud

V
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ii
p ii

 

è, ñëåäîâàòåëüíî, 

(20)  lnIPDπ• =
(1)ln
(0)ip

i

Vu
V

=е  IPM.  

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 

(21)  lnIQDπ• = )0(
)1(ln

V
Vu

i
qiе = IQM.  

Ðàññìîòðèì äîëè ôàêòîðîâ öåí pi è êîëè÷åñòâ qi(i = 1,…,n) äëÿ èíäåêñîâ Äèâè-
çèà êàê ôóíêöèè îò t âäîëü ïóòè π(t;p0,q0;p1,q1). Äîëè ôàêòîðîâ â ýòîì ñëó÷àå åñòåñò-
âåííî îïðåäåëÿòü ïî îòíîøåíèþ ê ðàçíîñòè [lnV(t) – lnV(0)] ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ 
ôîðìóë, àíàëîãè÷íûõ ôîðìóëàì (13): 

(22)    )],0(ln)(/[ln)(ln)( VtVtVtw
ii pp -D= )].0(ln)(/[ln)(ln)( VtVtVtw

ii qq -D=   

Òîãäà äëÿ òðàåêòîðèé (15), ò.å. äëÿ ïóòåé π•(t; p0,q0; p1,q1), èç (20) è (21) ñëåäóåò, 
÷òî äîëè ôàêòîðîâ (22) ïîñòîÿííû (íå çàâèñÿò îò t) è ðàâíû äîëÿì ôàêòîðîâ (16) äëÿ 
èíäåêñîâ Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà(I).  

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ðàâåíñòâî èíäåêñîâ Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè, ïîðîæäàå-
ìûõ ïóòÿìè ñ ïîñòîÿííûìè äîëÿìè âêëàäîâ ôàêòîðîâ è ñîâïàäàþùèõ ñ èíäåêñàìè 
Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà(I). 

 
4. Åäèíñòâåííîñòü ôàêòîðíî-èäåíòè÷íûõ èíäåêñîâ Äèâèçèà  

è Ìîíòãîìåðè 
 
Ïðîàíàëèçèðóåì ñóùåñòâîâàíèå äðóãèõ ñåìåéñòâ ïóòåé êðîìå (15), äëÿ êîòî-

ðûõ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàëè áû èíäåêñû, ïîðîæäàåìûå êîíñòðóêöèÿìè Äèâèçèà è 
Ìîíòãîìåðè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òî, êàê ïðåäëàãàåòñÿ ïîíèìàòü ïîë-
íîå ñîâïàäåíèå òðàåêòîðíûõ èíäåêñîâ.  
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Âî-ïåðâûõ, òàêèå èíäåêñû îïðåäåëåíû â êàæäîé òî÷êå ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî 
ãðàíè÷íûå ñîñòîÿíèÿ, êîíå÷íî, êðîìå òî÷êè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîýòîìó èíäåêñû 
öåí è êîëè÷åñòâ, ïîðîæäàåìûå äâóìÿ êîíñòðóêöèÿìè äëÿ ïóòè π èç èñêîìîãî ñåìåé-
ñòâà, åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ñîâïàäàþùèìè íå òîëüêî ïðè ôèêñèðîâàííûõ íà÷àëüíîé 
è êîíå÷íîé òî÷êàõ, íî è äëÿ âñåõ ïàð ñîñòîÿíèé (p0

i,q0
i) è (p(t)i,q(t)i) ïðè 0 < t ≤ 1, ò.å. 

ïðè (p(t)i,q(t)i) О π(t;p0,q0;p1,q1). 
Âî-âòîðûõ, èíäåêñû Ìîíòãîìåðè è Äèâèçèà ïî ñâîåìó ïîñòðîåíèþ ïðåäñòàâëÿ-

þòñÿ â âèäå ñóììû âêëàäîâ 2n ôàêòîðîâ â êîíå÷íîå ïðèðàùåíèå ñòîèìîñòè [V(t) – V(0)] 
èëè â [lnV(t) – lnV(0)] âäîëü ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî ãðàíè÷íûå ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ïóòåé (15) 
ðàâíûìè ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî èíäåêñû Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè êàê ôóíêöèè îò t íà 
ýòèõ òðàåêòîðèÿõ, íî è ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì êîíñòðóêöèÿì èíäåêñîâ âêëàäû êàæ-
äîãî èç 2n ôàêòîðîâ. Ïîýòîìó ðàñïðîñòðàíèì ýòè ñâîéñòâà ëîãàðèôìè÷åñêèõ èíäåêñîâ, 
ïîðîæäàåìûõ ïóòÿìè (15) ñ ïîñòîÿííûìè äîëÿìè ôàêòîðîâ, íà èñêîìîå ñåìåéñòâî ïó-
òåé Sπ, ñ÷èòàÿ, ÷òî äëÿ åãî äâàæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ òðàåêòîðèé öåí è 
êîëè÷åñòâ âûáðàíà ïàðàìåòðèçàöèÿ (14). 

Ôàêòîðíî-èäåíòè÷íûìè èíäåêñàìè Äèâèçèà – Ìîíòãîìåðè íàçîâåì èíäåêñû 
Äèâèçèà IPDπ, IQDπ è èíäåêñû Ìîíòãîìåðè IPMπ, IQMπ, ïîðîæäàåìûå îáùèì äëÿ íèõ 
ñåìåéñòâîì ïóòåé Sπ, åñëè äëÿ ýòèõ èíäåêñîâ ïðè 0 < t ≤ 1 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà 

(23)   ),(ln)( tVtV
ii pp D=D   ),(ln)( tVtV

ii qq D=D   i = 1,…,n,  

ò.å. òðåáîâàíèÿ èäåíòè÷íîñòè âêëàäîâ ôàêòîðîâ âäîëü ïóòè π О Sπ. Èç (23) ñëåäóåò, 
÷òî IPDπ(t) = IPMπ(t), IQDπ(t) = IQMπ(t) è íà ñåìåéñòâå ïóòåé Sπ èäåíòè÷íû ñàìè èí-
äåêñû Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè. 

Äîêàæåì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìå óðàâíåíèé (23) óäîâëåò-
âîðÿåò òîëüêî ñåìåéñòâî ïóòåé (15). Äëÿ ýòîãî, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðè 0 < t ≤ 1 V(t) ≠ V(0) 
è èñïîëüçóÿ (14), ïðåäñòàâèì (23) â âèäå ñèñòåìû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (i = 1,…,n): 
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèÿ (24) è (25) ïî ïàðàìåòðó t. Òîãäà èç óðàâíå-
íèÿ (24) ïðè ôèêñèðîâàííîì i ïîëó÷èì 
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Óðàâíåíèå (26) ñ ïîìîùüþ (24) ïðåäñòàâèì â âèäå 



2010 ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË ÂØÝ 81 
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Â (27) ñîìíîæèòåëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåïðåðûâíûå è äàæå äèôôåðåíöèðóå-
ìûå ôóíêöèè ïàðàìåòðà-ïåðåìåííîé t О (0;1]. Íî ïåðâûé ñîìíîæèòåëü 
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íå ðàâåí íóëþ ïðè t ≠ 0, ÷òî ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà 1 + x < eX, â êîòîðîì 
x = t(V(1) / V(0) – 1) ≠ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ 

(28)  ,0)(
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tdptdq
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t
i   0 < t ≤ 1,  i = 1,…,n.  

Èç (25), ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ 

(29)  ,0)(
)(
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=-tt
t
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т tp
dt

tdqtdp
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i
i

t
i   0 < t ≤1,  i = 1,…,n.  

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèÿ (28) è (29) ïî t è ó÷èòûâàÿ, ÷òî t О (0;1], ïî-
ëó÷èì óðàâíåíèÿ 
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i   i = 1,…,n,  

êîòîðûå ïî íåïðåðûâíîñòè ðàñïðîñòðàíèì íà çíà÷åíèå t = 0. 
Â [3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïóòè (15) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (30). Íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè 
âñå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 

(31)  pi (0) = p0
i,  qi (0) = q0

i,  pi (1) = p1
i,  q(1) = q1

i,  i = 1,…,n  

ñ çàäàâàåìûìè ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè öåí è êîëè÷åñòâ. Òàêèå ðåøåíèÿ íàéäåì, 
ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèÿ (30) äëÿ ïàð ïåðåìåííûõ pi(t), qi(t). Ñóììèðóÿ ýòè óðàâíå-
íèÿ ïðè âûáðàííîì i, ïîëó÷àåì 
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è ñòîèìîñòè vi(t) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè îò t. Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ (31), íàõîäèì ýòè ôóíêöèè: 

(32)  pi (t)qi (t) = p0
i q0

i + t(p1
i q1

i – p0
i q0

i),  i = 1,…n. 
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Óðàâíåíèÿ (30) ïðåäñòàâèì â âèäå 
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÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ 

(33)  ,)(
)(

ii
i atq

dt
tdp

=   ,)(
)(

ii
i btp

dt
tdq

=   i = 1,…,n,  

â êîòîðûõ ai, bi – êîíñòàíòû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ è â ñèëó (32) óäîâëåòâîðÿ-
þùèå óñëîâèþ ai + bi = p1

i q1
i – p0

i q0
i.  

Óðàâíåíèÿ (33) ñ ïîìîùüþ (32) ïðåîáðàçóþòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 
ñîäåðæàùèå òîëüêî ïî îäíîé ïåðåìåííîé: 
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qpqptqp
a

dt
tpd

-+
=  ,
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iiiiii
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ðåøåíèÿ êîòîðûõ ëåãêî íàõîäÿòñÿ: 

(34)    ,)]([)( )(001100 ih
iiiiiiii qpqptqpctp -+=   ,)]([)( )(001100 ik

iiiiiiii qpqptqpdtq -+=   

ãäå ci, di, h(i) = ai / (ai + bi), k (i) = bi / (ai + bi) – êîíñòàíòû. Îíè íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé (31) åäèíñòâåííûì îáðàçîì. 

Ïîëó÷àåìûå òðàåêòîðèè ïåðåìåííûõ pi (t), qi (t), i = 1,…,n, 

,]/)([)( )/ln(/)/ln(000011000 001101
iiiiii qpqppp

iiiiiiiiii qpqpqptqpptp -+=  

)/ln(/)/ln(000011000 001101
]/)([)( iiiiii qpqpqq

iiiiiiiiii qpqpqptqpqtq -+=  

ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè (15). Ïîñëåäíèå ïîðîæäàþò èíäåêñû Ìîíòãîìåðè – Âàð-
òèà(I), ëîãàðèôìè÷åñêèå èíäåêñû èëè òðàåêòîðíûå èíäåêñû ñ ïîñòîÿííûìè âäîëü 
ïóòåé è ðàâíûìè (äëÿ èíäåêñîâ Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè) äîëÿìè âêëàäîâ ôàêòîðîâ öåí 
è êîëè÷åñòâ. 

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòîÿíñòâî äîëåé âêëàäîâ ôàêòîðîâ â òî÷êàõ ïóòåé, ïîðîæäà-
þùèõ èíäåêñû Äèâèçèà èëè Ìîíòãîìåðè, îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ôàêòîðíîé 
èäåíòè÷íîñòè ýòèõ èíäåêñîâ. È èíäåêñû Äèâèçèà – Ìîíòãîìåðè, îïðåäåëÿåìûå òðàåê-
òîðèÿìè (15), èìåþò äâà ýêâèâàëåíòíûõ àêñèîìàòè÷åñêèõ îïðåäåëåíèÿ. 

 
5. Ñöåïëåííûå èíäåêñû Äèâèçèà – Ìîíòãîìåðè  

äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîñòîÿíèé 
 

Â òåîðèè èíäåêñîâ ïîñòîÿííî îáñóæäàþòñÿ öåëåñîîáðàçíîñòü è îáîñíîâàííîñòü 
ïðèìåíåíèÿ èíäåêñíûõ ôîðìóë äëÿ ñðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû öåí è êîëè÷åñòâ â 
äâóõ äîñòàòî÷íî äàëåêî îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà ïåðèîäàõ. Òàêèå ãðàíè÷íûå ïåðèîäû 
áóäåì ðàçëè÷àòü ïî èõ íà÷àëüíûì ìîìåíòàì âðåìåíè: t = 0 – äëÿ íà÷àëüíîãî ïåðèîäà 
ñ ïàðàìåòðîì âðåìåíè τ О [0;1], t = T – äëÿ êîíå÷íîãî ïåðèîäà ñ τ О [T;T + 1]. 
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Òðàäèöèîííî ïðèçíàåòñÿ íåîáõîäèìûì ðàññìàòðèâàòü äèñêðåòíóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïðîìåæóòî÷íûõ ñîñòîÿíèé ñ íà÷àëüíûìè ìîìåíòàìè âðåìåíè t1 < t2 <…< tT – 1 
(0 < t1, tT – 1 < T) è ðàññ÷èòûâàòü ïî äàííûì äëÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé öåïíûå è ñöåïëåííûå 
èíäåêñû öåí è êîëè÷åñòâ. Äëÿ óïðîùåíèÿ èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷åíèé ïðèìåì, ÷òî 
tk = k, k = 1,…,T – 1.  

Äëÿ ñîñåäíèõ ñîñòîÿíèé ðàññ÷èòûâàþòñÿ öåïíûå èíäåêñû IP(k – 1;k), IQ(k – 1;k), 
à çàòåì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñöåïëåííûå èíäåêñû  

1
[0; ] ( 1; ),

T

s
IP k IP s s

=

= -Х  
1

[0; ] ( 1; ),
T

s
IQ k IQ s s

=

= -Х  k = 1,…,T. 

Ïðè ðàñ÷åòàõ öåïíûõ èíäåêñîâ ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå îá îä-
íîðîäíîñòè ïðîöåññà ïåðåõîäà îò k-ãî ñîñòîÿíèÿ â (k + 1)-å. Îäíîðîäíîñòü ïðåäëàãà-
åòñÿ ïîíèìàòü êàê îòñóòñòâèå íåîáõîäèìîñòè èìåòü è èñïîëüçîâàòü äàííûå î öåíàõ è 
êîëè÷åñòâàõ äëÿ ïåðèîäîâ ñ òàêèìè íà÷àëüíûìè ìîìåíòàìè âðåìåíè t, ÷òî (k – 1) < t < k. 
Ýòî ïðåäïîëîæåíèå â òðàåêòîðíîé âåðñèè òåîðèè èíäåêñîâ ôîðìàëèçóåòñÿ â âèäå 
ïîñòóëàòà ïîñòîÿíñòâà äîëåé âêëàäîâ ôàêòîðîâ öåí è êîëè÷åñòâ ðàññìàòðèâàåìûõ 
òîâàðîâ â ïðèðîñòå ñòîèìîñòè – äëÿ èíäåêñîâ Ìîíòãîìåðè è â èíäåêñå ñòîèìîñòè – 
äëÿ èíäåêñîâ Äèâèçèà. Íåèçìåííîñòü ýòèõ äîëåé âäîëü ïóòè, õàðàêòåðèçóþùåãî ïåðå-
õîä èç k-ãî ñîñòîÿíèÿ â (k + 1)-å, èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðèçíàíèå èíôîðìàöèîííîé 
ðàâíîöåííîñòè òî÷åê èñêîìîãî ïóòè. Òàêîé ïóòü ñóùåñòâóåò, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè 
(15) è ïîðîæäàåò èíäåêñû Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà(I) èëè èíäåêñû Äèâèçèà – Ìîíòãîìåðè. 

Ôàêòîðíàÿ èäåíòè÷íîñòü èíäåêñîâ Äèâèçèà – Ìîíòãîìåðè IPDM, IQDM ïðè îá-
ùåì ñåìåéñòâå îïðåäåëÿþùèõ èõ ïóòåé Sπ• èìååò ñëåäñòâèåì òî, ÷òî ýòè èíäåêñû 
îáëàäàþò âñåìè ñâîéñòâàìè, ïðèñóùèìè èíäåêñàì, ïîðîæäàåìûì äâóìÿ ðàçëè÷íûìè 
êîíñòðóêöèÿìè òðàåêòîðíûõ èíäåêñîâ. Èç ñâåäåíèé, ïðèâåäåííûõ â ðàçäåëå 1 ñòàòüè, 
ñëåäóåò, ÷òî èíäåêñû IPDM, IQDM óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì ñòîèìîñòè (IV = IP · IQ), 
îáðàòèìîñòè ñîñòîÿíèé è ôàêòîðîâ, ìîíîòîííîñòè, ñîãëàñîâàííîñòè ïðè àãðåãèðîâà-
íèè è èäåíòè÷íîñòè, íå èçìåíÿþòñÿ ïðè íåâûðîæäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïàðàìåò-
ðà t, ôóíêöèÿìè îò êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ öåíû pi (t) è êîëè÷åñòâà qi (t).  

Èç ïîñòîÿíñòâà äîëåé âêëàäîâ 2n ôàêòîðîâ pi, qi âûâîäèòñÿ èíâàðèàíòíîñòü 
äîëè ñóììàðíîãî âêëàäà ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà òàêèõ ôàêòîðîâ ïðè íåâûðîæäåííîì 
ïðåîáðàçîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ [1; 2]. Î÷åâèäíû òàêæå òå ñâîéñòâà 
ýòèõ èíäåêñîâ, ïðîÿâëÿþùèåñÿ ïðè èõ ñðàâíåíèè ñ èíäåêñàìè èç ìíîæåñòâ D(B), 
D(C) è M(B), M(C), êîòîðûå áûëè ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 2 ñòàòüè. 

Íî àíàëèç âûïîëíåíèÿ Àêñèîìû òðàíçèòèâíîñòè (öèðêóëÿðíîñòè) äëÿ èíäåê-
ñîâ Äèâèçèà – Ìîíòãîìåðè äîëæåí áàçèðîâàòüñÿ íà ñòðîãîì îïðåäåëåíèè ýòîãî ñâîé-
ñòâà äëÿ òðàåêòîðíûõ èíäåêñîâ. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òàêîãî îïðåäåëåíèÿ 
äëÿ òðåõ ñîñòîÿíèé, õàðàêòåðèçóåìûõ èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè n öåí è êîëè÷åñòâ: 
(p0,q0), (p1,q1) (p2,q2). 

Èíäåêñû Äèâèçèà è èíäåêñû Ìîíòãîìåðè ïðåâðàùàþòñÿ â èíäåêñíûå ôîðìóëû, 
åñëè ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ (p*,q*) è (p**,q**) îïðåäå-
ëåí ñîåäèíÿþùèé ýòè äâà ñîñòîÿíèÿ ïîëîæèòåëüíûé è äèôôåðåíöèðóåìûé ïóòü 
π(t;p*,q*; p**,q**). Òàêèå ïóòè îáðàçóþò ñåìåéñòâî ïóòåé Sπ. Äëÿ ïóòåé èç òàêîãî ñå-
ìåéñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå óïðîùàþùèå îáîçíà÷åíèÿ: 

π(t; p0,q0; p1,q1) = π0;1,  π(t; p0,q0; p2,q2) = π0;2,  π(t; p1,q1; p2,q2) = π1;2. 
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Òðàåêòîðíûå èíäåêñû IP, IQ, ïîðîæäàåìûå ñåìåéñòâîì ïóòåé Sπ, óäîâëåòâî-
ðÿþò àêñèîìå òðàíçèòèâíîñòè, åñëè äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé (p0,q0), (p1,q1) 
(p2,q2) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ 

(35)  IP(π0;1) · IP(π1;2) = IP(π0;2),  IQ(π0;1) · IQ(π1;2) = IQ(π0;2).  

Â îáùåì ñëó÷àå, ò.å. äëÿ ñåìåéñòâà ïóòåé Sπ, íå óäîâëåòâîðÿþùåãî ñïåöèàëü-
íûì îãðàíè÷åíèÿì, ðàâåíñòâà (35) íå âûïîëíÿþòñÿ. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì 
äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ òàêèõ ñåìåéñòâ. Íî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì 
òîëüêî òðàíçèòèâíûõ ñåìåéñòâ ïóòåé, äëÿ êîòîðûõ ïóòü π0;2 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïó-
òåé π(t; p0,q0; p*,q*) è π(t; p*,q*; p2,q2), åñëè òî÷êà-ñîñòîÿíèå (p*,q*) ïðèíàäëåæèò ïóòè π0;2. 
Òîãäà óñëîâèÿ òðàíçèòèâíîñòè (35) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ èíäåêñîâ Äèâèçèà, ïî-
ðîæäàåìûõ ñåìåéñòâîì òðàíçèòèâíûõ ïóòåé, ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîñòîÿíèå (p1,q1) íå 
ïðîèçâîëüíî, à ïðèíàäëåæèò ïóòè π(t; p0,q0; p2,q2) = π0;2. Òàêóþ òðàíçèòèâíîñòü òðà-
åêòîðíûõ èíäåêñîâ ìîæíî íàçûâàòü óñëîâíîé òðàíçèòèâíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà 
òðàíçèòèâíûõ ïóòåé Sπ. Â òî æå âðåìÿ íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî èíäåêñû Ìîíòãî-
ìåðè íå ÿâëÿþòñÿ óñëîâíî òðàíçèòèâíûìè îòíîñèòåëüíî òðàíçèòèâíîé ñèñòåìû ïóòåé. 
Áàëê â [15] ôàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàë èìåííî îïðåäåëåíèå óñëîâíîé òðàíçèòèâíîñòè 
èíäåêñîâ, íå ôîðìóëèðóÿ òàêîå îïðåäåëåíèå ÿâíî. 

Î÷åâèäíî, ÷òî ñåìåéñòâî ïóòåé (15) òðàíçèòèâíî. Ïîýòîìó èíäåêñû Äèâèçèà – 
Ìîíòãîìåðè, ÿâëÿÿñü ÷àñòíûì ñëó÷àåì èíäåêñîâ Äèâèçèà, óñëîâíî òðàíçèòèâíû îò-
íîñèòåëüíî ýòîãî ñåìåéñòâà. Îäíàêî ñöåïëåííûå èíäåêñû IP[0;T], IQ[0;T], ïîëó÷àå-
ìûå èç èíäåêñîâ Äèâèçèà – Ìîíòãîìåðè IPDM(k; k + 1) и IQDM(k; k + 1) è îáîçíà÷àå-
ìûå IPDM[0;T ] è IQDM[0;T], íå ÿâëÿþòñÿ èíäåêñàìè Äèâèçèà, ïîñêîëüêó â îáùåì 
ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé (pk,q k + 1), k = 0,1,…,T íå ïðèíàäëåæèò ïóòè 
π(t; p0,q0; pT,qT). Èìåííî äëÿ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è êîíñòðóèðóþòñÿ ñöåïëåííûå 
èíäåêñû. Ôîðìóëû äëÿ òàêèõ èíäåêñîâ 
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â êîòîðîì èñïîëüçóþòñÿ ïóòè ),,;,;( 11 kkkk qpqpt --·p  ãåíåðèðóþùèå èíäåêñû Äèâèçèà – 
Ìîíòãîìåðè. Â íåì ðåàëèçóåòñÿ êîíñòðóêöèÿ èíäåêñîâ Äèâèçèà, ïðèìåíÿåìàÿ ê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿíèé {R0

T} є (p0,q0),(p1,q1),…,(pT,qT)}, ñîåäèíÿåìûõ ïóòÿìè 

).,;,;( 11 kkkk qpqpt --·p  Ïîýòîìó èíäåêñû IPDM[0;T] è IQDM[0;T] ìîæíî íàçûâàòü òàê-

æå ñöåïëåííûìè èíäåêñàìè Äèâèçèà è îáîçíà÷àòü IPDπ•[0;T], IQDπ•[0;T]. Íî äëÿ òîé 
æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿíèé è ïóòåé êîíñòðóêöèÿ èíäåêñîâ Ìîíòãîìåðè áàçè-
ðóåòñÿ íà äðóãîì òîæäåñòâå  
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Ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñû Ìîíòãîìåðè IPMπ•[0;T], IQMπ•[0;T] äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
ñîñòîÿíèé {R0

T} ââîäÿòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëàìè (4): 
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â êîòîðûõ èíäåêñû Äèâèçèà – Ìîíòãîìåðè IPDM(k – 1; k) è IQDM(k – 1; k) ñóììèðóþò-
ñÿ ñ âåñàìè )).(),0((/))(),1(()( TVVLkVkVLkb -=  

Ñëåäîâàòåëüíî, êîíñòðóêöèè èíäåêñîâ Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè, èäåíòè÷íûå ïðè 
èñïîëüçîâàíèè ïóòåé (15) äëÿ ñîñåäíèõ ñîñòîÿíèé, â ñëó÷àå èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé {(p0,q0),(p1,q1),…,(pT,qT)} îïðåäåëÿþò ðàçëè÷íûå ïàðû 
ñöåïëåííûõ è âçâåøåííûõ ñöåïëåííûõ èíäåêñîâ öåí è êîëè÷åñòâ, à èìåííî èíäåêñû 

IPDM[0;T] = IPDπ•[0;T] ≠ IPMπ•[0;T],  IQDM[0;T] = IQDπ•[0;T] ≠ IQMπ•[0;T]. 

Íî âçâåøåííî-ñöåïëåííûå èíäåêñû Ìîíòãîìåðè IPMπ•[0;T], IQMπ•[0;T] äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé {R 0

T } íå óäîâëåòâîðÿþò Àêñèîìå óñëîâíîé òðàíçèòèâíîñòè, ôîð-
ìóëèðóåìîé ïî îòíîøåíèþ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì {R0

T(1)}, {RT(1)
T(2)} è {R0

T(2)}. Ýòà Àê-
ñèîìà òðåáóåò, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿíèé {R0

T(1)} è {RT(1)
T(2)} âêëþ÷àëèñü 

â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {R0
T(2)}. Â òî æå âðåìÿ ñöåïëåííûå èíäåêñû Äèâèçèà – Ìîíò-

ãîìåðè IPDM[0;T], IQDM[0;T] èëè ñöåïëåííûå èíäåêñû Äèâèçèà IPDπ•[0;T], IQDπ•[0;T] 
óäîâëåòâîðÿþò Àêñèîìå óñëîâíîé òðàíçèòèâíîñòè. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå â ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ñèòóàöèÿõ èíäåêñîâ IPDM[0;T] è IQDM[0;T] ñëåäóåò ñ÷èòàòü áîëåå îáîñ-
íîâàííûì. 

 
6. Çàêëþ÷åíèå 

 
Ïðåäëîæåíî ñîãëàñîâàííîå àêñèîìàòè÷åñêîå è èíòåðïðåòèðóåìîå â ðàìêàõ ïðè-

íèìàåìûõ â ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêå ïðåäïîëîæåíèé ðåøåíèå ïðîáëåìû âûáîðà ïóòåé 
è ïðîáëåìû âûáîðà êîíñòðóêöèè èíäåêñîâ ñðåäè òðàåêòîðíûõ êîíñòðóêöèé èíäåêñîâ 
Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè. Ïðè ðàñ÷åòàõ èíäåêñîâ íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ïàð ñîñòîÿíèé 
öåí è êîëè÷åñòâ, à òàêæå è äëÿ ñîåäèíÿþùèõ èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîñòîÿíèé, ó 
èíäåêñîâ, ðåêîìåíäóåìûõ äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî è ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ, ñîõðà-
íÿþòñÿ ñâîéñòâà, ïðèçíàâàåìûå òåîðèåé èíäåêñîâ íåîáõîäèìûìè è ïðèñóùèìè èí-
äåêñàì, ïîðîæäàåìûì äâóìÿ ýòèìè êîíêóðèðóþùèìè êîíñòðóêöèÿìè.  

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïåðèîäîâ-ñîñòîÿíèé òåîðèÿ è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðàêòèêà 
ïîëàãàþò èçâåñòíûìè êîëè÷åñòâà è ñðåäíèå äëÿ ïåðèîäà öåíû òîâàðîâ è óñëóã. Ýòî 
ïðèíèìàåìîå â êëàññè÷åñêîé òåîðèè èíäåêñîâ öåí è êîëè÷åñòâ áåç îáñóæäåíèÿ äîïó-
ùåíèå îïðàâäàííî, åñëè ñî âðåìåíåì â êàæäîì èç ïåðèîäîâ öåíû íå èçìåíÿþòñÿ. 
Â ñèòóàöèÿõ, êîãäà öåíû íå ïîñòîÿííû, ñðåäíÿÿ äëÿ ïåðèîäà öåíà òîâàðà çàâèñèò 
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îò äèíàìèêè åãî êîëè÷åñòâà, êîòîðàÿ, êàê ïðàâèëî, íå íàáëþäàåìà ñòàòèñòè÷åñêè. 
Ïîýòîìó â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ èíäåêñîâ òðàäèöèîííî èñïîëüçóþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèå, 
íå èìåþùèå îáîñíîâàíèÿ è íå ñâÿçàííûå ñ äèíàìèêîé êîëè÷åñòâà îöåíêè ñðåäíåé 
äëÿ ïåðèîäà öåíû òîâàðà. Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ äàòü ïðàêòè÷åñêè ðåàëè-
çóåìîå è ñîãëàñóþùååñÿ ñ èíäåêñàìè Äèâèçèà – Ìîíòãîìåðè ðåøåíèå ïðîáëåìû 
îïðåäåëåíèÿ ïî äîñòóïíûì ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì ñðåäíèõ öåí äëÿ ïðåäïîëàãàå-
ìûõ îäíîðîäíûìè ïåðèîäîâ ñ íåïîñòîÿííûìè öåíàìè òîâàðîâ. 

 
 

*   * 
* 
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