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Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü èíäèâèäóàëüíîãî ïîòðåáëå-

íèÿ, ñáåðåæåíèé è ïðåäëîæåíèÿ òðóäà ïðè íàëè÷èè îáÿçàòåëüíîãî ïåí-
ñèîííîãî ñòðàõîâàíèÿ. Îñîáåííîñòüþ ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ «áëèçîðóêèé» ïîä-
õîä ê ïðèíÿòèþ ðåøåíèé, êîãäà ãîðèçîíò ïëàíèðîâàíèÿ èíäèâèäóóìà 
îãðàíè÷åí äâóìÿ ïåðèîäàìè: òåêóùèì ïåðèîäîì t  è ñëåäóþùèì çà 
íèì – 1t + -ûì ïåðèîäîì. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ-
ïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîëåç-
íîñòè. Ìîäåëü ïîðîæäàåò êðèâûå ïðåäëîæåíèÿ òðóäà è äîõîäà â çàâèñè-
ìîñòè îò âîçðàñòà, ôîðìû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ýìïèðè÷åñêèì äàííûì. 
 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü æèçíåííîãî öèêëà; ìåæâðåìåííîå ïîòðåáëåíèå; ìî-

äåëè ïîòðåáëåíèÿ è ñáåðåæåíèé; ïðåäëîæåíèå òðóäà. 
 

1. Ââåäåíèå 
 
Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ïîòðåáëåíèÿ è ñáåðåæåíèé â òå÷åíèå æèçíåííîãî öèê-

ëà èíäèâèäóóìà èçâåñòíà â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè äàâíî – ïî êðàéíåé ìåðå, íà÷èíàÿ 
ñ ðàáîò Èðâèíãà Ôèøåðà (íàïðèìåð, [10]), êîòîðûì âïåðâûå áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à 
ìåæâðåìåííîãî ïîòðåáëåíèÿ êàê çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïîòðåáëåíèÿ â òå÷åíèå èíäè-
âèäóàëüíîé æèçíè. Áîëåå ïîçäíèå àâòîðû, â ÷àñòíîñòè, Ìîäèëüÿíè [14], Ôðèäìàí 
[11], çàëîæèëè îñíîâû ñîâðåìåííîé òåîðèè ìåæâðåìåííîãî ïîòðåáëåíèÿ, îñíîâûâà-
ÿñü íà ìîäåëè äèñêîíòèðîâàííîé ïîëåçíîñòè. 

Ìîäåëü äèñêîíòèðîâàííîé ïîëåçíîñòè â åå äèñêðåòíîé ôîðìå ìîæíî îïèñàòü 
ôóíêöèîíàëîì ïîëåçíîñòè âèäà 

(1)  ( ),t
t

t
U v u x=е  

ãäå tx  – âåêòîðíûé àðãóìåíò ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ,u  êîòîðûé ìîæåò âêëþ÷àòü â 
ñåáÿ êîìïîíåíòû, ñâÿçàííûå ñ ïîòðåáëåíèåì, ñáåðåæåíèåì, â íåêîòîðûõ ìîäåëÿõ – 
òðóäîì èëè òàêèìè åãî àíàëîãàìè, êàê óðîâåíü óñèëèé. 
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Ìîäåëè æèçíåííîãî öèêëà îêàçàëè çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà òåîðèþ ôóíêöèé 
ïîòðåáëåíèÿ. Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîäîáíûå ìîäåëè ïðåäïîëàãàþò ïåðåðàñïðåäåëå-
íèå çàðàáîòàííîãî â òå÷åíèå èíäèâèäóàëüíîãî æèçíåííîãî öèêëà áîãàòñòâà ïóòåì 
ñîçäàíèÿ ñáåðåæåíèé è ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïîòðåáëåíèÿ ïî ïåðèîäàì æèçíè. Â ÷àñò-
íîñòè, èçâåñòíîå çàêëþ÷åíèå ýòîé òåîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ðàííèå ãîäû æèçíè 
èíäèâèäóóì îáû÷íî ôèíàíñèðóåò ñâîå ïîòðåáëåíèå ïóòåì çàèìñòâîâàíèé (â ðàçíîé 
ôîðìå, âêëþ÷àÿ çàèìñòâîâàíèÿ ó áîëåå ñòàðøèõ ïîêîëåíèé, íàïðèìåð, âíóòðèñå-
ìåéíûå è äðóãèå), â áîëåå çðåëîì âîçðàñòå åãî äîõîäû âîçðàñòàþò, íî â çíà÷èòåëü-
íîé ñòåïåíè îòâëåêàþòñÿ îò ïîòðåáëåíèÿ íà ñîçäàíèå ñáåðåæåíèé, çà ñ÷åò êîòîðûõ 
ôèíàíñèðóåòñÿ ïîòðåáëåíèå â ñòàðøèõ âîçðàñòàõ. 

Ñîçäàíèå ñáåðåæåíèé ñ óêàçàííîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ñèñòåì ñîöèàëüíî-
ãî ñòðàõîâàíèÿ (íàïðèìåð, ïåíñèîííûõ ôîíäîâ). Ïîäîáíûå ñèñòåìû ìîãóò áûòü êàê 
äîáðîâîëüíûìè, òàê è îáÿçàòåëüíûìè. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî âîçíèêàþò çàäà÷è ìîäå-
ëèðîâàíèÿ æèçíåííîãî öèêëà ïðè íàëè÷èè ñèñòåì ñîöèàëüíîãî ñòðàõîâàíèÿ è, â ÷à-
ñòíîñòè, èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ïîñëåäíèõ íà ýêîíîìè÷åñêîå ïîâåäåíèå (â òåðìèíàõ ïî-
òðåáëåíèÿ, ñáåðåæåíèÿ, ïðåäëîæåíèÿ òðóäà) (íàïðèìåð, [6; 7]).  

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ìîäåëü æèçíåííîãî öèêëà, âêëþ÷àþ-
ùóþ îáÿçàòåëüíîå ñîöèàëüíîå ñòðàõîâàíèå. Îäíàêî ïðèíÿòèå ðåøåíèé â îïèñàííîé 
íèæå ìîäåëè îñíîâàíî íà èíîì ïðèíöèïå, ÷åì ìîäåëü äèñêîíòèðîâàííîé ïîëåçíî-
ñòè (1). 

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ìîäåëü äèñêîíòèðîâàííîé ïîëåçíîñòè (1), õîòÿ è ïîçâî-
ëèëà ïîëó÷èòü ìíîãèå âàæíûå ðåçóëüòàòû, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííîé ìî-
äåëüþ ìåæâðåìåííîãî âûáîðà. Ýòà ìîäåëü îñíîâàíà íà äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿíñòâî êîýôôèöèåíòà äèñêîíòà, ðàç-
äåëèìîñòü è äàæå àääèòèâíîñòü ôóíêöèè ïî àðãóìåíòàì, îòíîñÿùèìñÿ ê ðàçíûì 
ìîìåíòàì âðåìåíè, è ò.ä. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñóùåñòâóåò óæå äîñòàòî÷íî ìíîãî 
ñâèäåòåëüñòâ òîãî, ÷òî ðåàëüíûå ïðåäïî÷òåíèÿ è ðåàëüíîå ýêîíîìè÷åñêîå ïîâåäåíèå 
â ñèòóàöèÿõ ìåæâðåìåííîãî âûáîðà áîëåå ñëîæíû, ÷åì ïðåäïèñûâàåìûå ìîäåëüþ 
äèñêîíòèðîâàííîé ïîëåçíîñòè (òàê íàçûâàåìûå ïàðàäîêñû ìåæâðåìåííîãî âûáîðà); 
ñóùåñòâóåò ðÿä ìîäåëåé âûáîðà, îáîáùàþùèõ òåîðèþ äèñêîíòèðîâàííîé ïîëåçíîñòè. 
Ïî ïîâîäó îáçîðà ñì., íàïðèìåð, [8]. 

Åñëè ãîâîðèòü èìåííî î ìåæâðåìåííîì âûáîðå â ìîäåëè æèçíåííîãî öèêëà, òî 
ìîæíî îáñóæäàòü íåèçìåííîñòü ôóíêöèè ïîëåçíîñòè è îäíîêðàòíîñòü ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèÿ, íà ÷åì, â ÷àñòíîñòè, îñíîâàíî ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà âûáîðà (1). Äåéñòâèòåëü-
íî, ðåøàÿ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè íà îñíîâå (1), ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûáîð èíäèâè-
äóóìà îñóùåñòâëÿåòñÿ îäíîêðàòíî è íà âñþ æèçíü, ïðè÷åì ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè 
èçâåñòíà íàïåðåä. Õîòÿ ìîæíî ðàçâèòü ìîäåëü (1), ïðåäïîëàãàÿ ðàçíûå ôóíêöèè 
ïîëåçíîñòè äëÿ ðàçíûõ ïåðèîäîâ æèçíè, ýòî êà÷åñòâåííî íå ìåíÿåò ñèòóàöèþ. Î÷å-
âèäíî, ÷òî òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óïðîùåííûì. Íà ñàìîì äåëå, êîíå÷íî, ðå-
øåíèÿ èíäèâèäóóìà ïðèíèìàþòñÿ íåîäíîêðàòíî â òå÷åíèå æèçíè è ïðåäïî÷òåíèÿ 
ìîãóò ìåíÿòüñÿ.  

Åñëè îáðàòèòü âíèìàíèå íà âèä ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, à èìåííî, íà òî, êàê 
âêëþ÷àåòñÿ â íåå êîýôôèöèåíò äèñêîíòà, òî ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, ÷òî èíäèâèäóóì 
«öåíèò» áîëåå óäàëåííûå ãîäà ñâîåé æèçíè ñðàâíèòåëüíî íåâûñîêî. Åñëè ê òîìó æå 
ó÷åñòü, ÷òî ðåøåíèå î ðàñïðåäåëåíèè òðóäà è ñáåðåæåíèé ïðèíèìàåòñÿ îäíîêðàòíî 
íà âñþ æèçíü, òî íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîðîæäàåò â ïîâå-
äåíèè èíäèâèäóóìà ñðàâíèòåëüíîå áåçðàçëè÷èå ê ñâîåìó áëàãîñîñòîÿíèþ â ñòàðîñòè.  
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Â îïèñàííîé íèæå ìîäåëè äîïóñêàåòñÿ âîçìîæíîñòü êîððåêòèðîâêè èíäèâè-
äóóìîì ñâîèõ ïëàíîâ â ñâåòå ïåðåîïðåäåëèâøèõñÿ ïðåäïî÷òåíèé, ÷òî ìîæíî íàçâàòü 
«ñêîëüçÿùèì ïëàíèðîâàíèåì». Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ «áëèçîðóêàÿ» ñòðàòåãèÿ 
ïîâåäåíèÿ: ãîðèçîíò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé âêëþ÷àåò ëèøü òåêóùèé è áóäóùèé ïåðèî-
äû. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èíäèâèäóóì, ïðîæèâàÿ ãîä, ïåðåñòàåò èñïûòûâàòü óäîâëå-
òâîðåíèå îò ïîòðåáëåíèÿ è îòäûõà äàííîãî ãîäà. Ïîëåçíîñòü ïðèíåñåò ëèøü ïîòðåá-
ëåíèå è äîñóã â ïðåäñòîÿùèé ãîä æèçíè. 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âàðèàíò äàííîé ìîäåëè, â êîòîðîé ãîðèçîíò ïëàíèðîâà-
íèÿ ïðîñòèðàëñÿ äî êîíöà æèçíè èíäèâèäóóìà, áûë ðàññìîòðåí ðàíåå ïåðâûì èç 
àâòîðîâ äàííîé ñòàòüè. Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííîå óïðîùåíèå, ìîäåëü ñ «áëèçîðó-
êîé» ñòðàòåãèåé äàåò êà÷åñòâåííî òå æå ðåçóëüòàòû. Ïðè ýòîì ïîñëåäíÿÿ ìîäåëü 
ïðîùå, è äëÿ íåå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî èññëå-
äîâàòü êàê ôóíêöèþ îò ýêçîãåííûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ýòà âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ íàì âàæíûì äîñòîèíñòâîì ìîäåëè ñ «áëèçîðóêèì» ãîðèçîíòîì ïëàíèðîâàíèÿ. 

 
2. Îïèñàíèå ìîäåëè 

 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíäèâèäóóì âîçðàñòà [ ], 1t a TО -  ëåò. Ïóñòü â âîçðàñòàõ 

, ,a p T  ëåò èíäèâèäóóì âñòóïàåò â ïåíñèîííóþ ñõåìó, âûõîäèò íà ïåíñèþ è óìèðàåò 

ñîîòâåòñòâåííî. Íàõîäÿñü â âîçðàñòå ,t  îí îáëàäàåò ñóììîé äåíåã, ðàâíîé 0(1 ) ,tr s+  

êîòîðàÿ âîçíèêëà â ðåçóëüòàòå èíâåñòèöèé, ñäåëàííûõ èì â âîçðàñòå 1t -  ïîä ñòàâ-
êó ïðîöåíòà ,r  ëèáî, åñëè ,t a=  òî 0(1 ) ar s+  – íà÷àëüíàÿ ñóììà äåíåã (ñ÷èòàåì ýòó 
âåëè÷èíó çàäàííîé). 

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â âîçðàñòàõ ,..., 1t a p= -  èíäèâèäóóì ìîæåò ïîëó÷àòü òðó-

äîâîé äîõîä 1(1 ) t tw L- g , çàâèñÿùèé îò êîëè÷åñòâà îòðàáîòàííûõ äíåé â ãîäó 1 ,tL  

äíåâíîé ñòàâêè çàðàáîòíîé ïëàòû tw  è ñòàâêè îáÿçàòåëüíîãî ïåíñèîííîãî ñòðàõîâà-

íèÿ .g  Ïðè ýòîì âåëè÷èíû 1t tw Lg  – ýòî îò÷èñëåíèÿ â ôîíä îáÿçàòåëüíîãî ïåíñèîí-

íîãî ñòðàõîâàíèÿ, ïðîèçâîäèìûå â âîçðàñòàõ ,..., 1.t a p= -  Îíè îïðåäåëÿþò ðàçìåð 
ïåíñèîííûõ âûïëàò ïî äîñòèæåíèè ïåíñèîííîãî âîçðàñòà .p  

Òàêèì îáðàçîì, â âîçðàñòå ,..., 1t a p= -  èíäèâèäóóì ðàñïîëàãàåò ñóììîé, ðàâ-

íîé 0 1(1 ) (1 ) ,t t tr s w L+ + - g  êîòîðóþ îí ðàñïðåäåëÿåò ìåæäó ïîòðåáëåíèåì 1tq  è ñáåðå-

æåíèåì 1ts  â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèìè ïðåäïî÷òåíèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè ôóíêöèåé 
ïîëåçíîñòè èíäèâèäóóìà. 

Ïî äîñòèæåíèè ïåíñèîííîãî âîçðàñòà p  äîõîäû èíäèâèäóóìà ñêëàäûâàþòñÿ èç 

ïåíñèîííûõ âûïëàò tb  è ïðîöåíòîâ ïî èíâåñòèöèÿì ( )1 1 ,ts -  ñäåëàííûõ â ïðåäûäóùåì 

ïåðèîäå ( )1 .t -  Â ïåíñèîííîì âîçðàñòå ïåðåä èíäèâèäóóìîì ñòîèò òà æå çàäà÷à î 

ðàñïðåäåëåíèè äîõîäîâ ìåæäó ïîòðåáëåíèåì è ñáåðåæåíèåì, êîòîðóþ îí ðåøàåò 
èñõîäÿ èç ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. 

Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ïîëåçíîñòè { } 1,t T
t t a

U = -

=
 îòíîñÿùèõñÿ ê âîç-

ðàñòàì , 1,..., 1a a T+ -  ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýòîãî ðàçäåëèì æèçíü èíäèâèäóóìà íà 

äâà îòðåçêà, íà êîòîðûõ ôóíêöèè tU  èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó. Ïåðâûé îòðåçîê 
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æèçíè åñòü [ ), .a p  Íà ýòîì ó÷àñòêå èíäèâèäóóì òðóäèòñÿ. Âòîðîé îòðåçîê æèçíè – 

[ ], 1 .p T -  Íà íåì îí ïîëó÷àåò ïåíñèþ. 

Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè èíäèâèäóóìà âîçðàñòà t  ëåò ( ),..., 1t a p= -  åñòü ôóíêöèÿ 

âèäà 

(2)  ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1, , , , , .t t t t t t t t t t t t tU U q q R R u q R u q R+ + + + += = + d  

Îíà çàâèñèò îò ãîäîâîãî óðîâíÿ ïîòðåáëåíèÿ jq  ( ), 1j t t= +  è êîëè÷åñòâà ñâîáîäíîãî 

îò ðàáîòû âðåìåíè jR  ( ), 1 .j t t= +  

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè RRu j ®+
2:  – íåêîòîðûå âîçðàñòàþùèå ïî jq  è 

ïî jR  ôóíêöèè, ãäå ( ){ }.0,0:,2 >>=+ yxyxR  

Ïðè ýòîì: 

( )
( )

0 1 1 1

1 1 1 2 1 2

1

1

1 2

1 ,

1 ,
0,

0,

0,

0,

t t t t t t t

t t t t t t

t

t

t t

t t

q r s s w L w L

q r s w L w L
q q
q q

A R A L A A

A R A L A A

+ + +

+

+

= + - + - gм
п

= + + - gп
п і >п
н і >п
п і = - і - >п
п і = - і - >о

 

ãäå 365A =  – îáùåå ÷èñëî äíåé â ãîäó; 

[ ]0,365AО  – ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî äíåé â ãîäó, êîòîðîå ôèçè÷åñêè ìîæåò îòðàáî-

òàòü èíäèâèäóóì ( A A< ); 

( ) ( )0,1t td = d О  – êîýôôèöèåíò äèñêîíòà ôóíêöèè ïîëåçíîñòè; 

( ) ( )0,tw w t= О +Ґ  – âåëè÷èíà çàðàáîòíîé ïëàòû â âîçðàñòå t  ëåò (çà îäèí îòðà-

áîòàííûé äåíü); 

( )0,rО +Ґ  – ãîäîâàÿ ñòàâêà ïðîöåíòà ïî äåïîçèòó â áàíêå; 

( )0,qО +Ґ  – âåëè÷èíà ïðîæèòî÷íîãî ìèíèìóìà (ãîäîâàÿ ñóììà); 

( )0,1gО  – äîëÿ îò÷èñëåíèé â ôîíä îáÿçàòåëüíîãî ïåíñèîííîãî ñòðàõîâàíèÿ; 

1tL  – êîëè÷åñòâî äíåé, îòðàáîòàííûõ â âîçðàñòå t ; 

2tL  – êîëè÷åñòâî äíåé, ïëàíèðóåìûõ (â ìîìåíò t ) îòðàáîòàòü â âîçðàñòå 1;t +  

1ts  – ôèíàíñîâûå âëîæåíèÿ â âîçðàñòå t  ïîä ñòàâêó ïðîöåíòà r ; 

( ) 01 tr s+  – ñóììà, êîòîðîé îáëàäàåò èíäèâèäóóì â íà÷àëå t-ãî ãîäà æèçíè. 

Êðîìå ýòîãî, ñ÷èòàåì âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå òîæäåñòâà: 

( )1 0 1t ts s +є  ïðè ( ),..., 1t a T= - ; ( )1, 1 0.Ts - є  
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Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè èíäèâèäóóìà âîçðàñòà t  ëåò ( ),..., 1t p T= -  çàäàåòñÿ âû-

ðàæåíèåì  

(3)  ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1, , , , , ,t t t t t t t t t t t t tU U q q R R u q R u q R+ + + + += = + d   

ãäå 

( )
( )

0 1

1 1 1

1

1

1 ,

1 ,
0,

0,

.

t t t t

t t t

t

t

t t

q r s s b

q r s b
q q
q q
R R A

+ +

+

+

= + - +м
п

= + +п
п і >н
п і >п
п = =о

 

( )( )1 *
1,0 ,

p a k
a k k aa kk

t T a j
j aj p a

w L p
b b const

p

- -

+ +=
-

= -

g Ч Ч Чn Ч
= = =

n Ч

е
е

 

( )0,1nО  – êîýôôèöèåíò äèñêîíòà àííóèòåòîâ 
1 ,

1 ar
цж

n = чз +и ш
 ãäå ( )0,1ar О  – ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ñòàâêà äèñêîíòà àííóèòåòîâ, êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå íå ðàâíà ïðîöåíòíîé 
ñòàâêå r ; k ap  – âåðîÿòíîñòü äëÿ ÷åëîâåêà âîçðàñòà ðîâíî a  ëåò ïðîæèòü åùå k  ëåò. 

Âåëè÷èíû { } 1*
1

p
t t a

L
-

=
 ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê êîíñòàíòû. Î òîì, êàêèì îáðà-

çîì îíè îïðåäåëÿþòñÿ, áóäåò ñêàçàíî äàëåå. 
Îòìåòèì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå â ìîäåëè âåëè÷èíû ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè 

â ðåàëüíûõ öåíàõ. 
Ïàðàìåòðû 0, , , , , , , , , , ,t a a t k aq r r s a p T w p Ad g  ÿâëÿþòñÿ ýêçîãåííî çàäàííûìè âåëè-

÷èíàìè. Ïóñòü ( )0, , , , , , , , , , , .t a a t k aq r r s a p T w p Aq = d g  

Óïðàâëÿåìûìè ïåðåìåííûìè â ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåëè÷èí 

ñáåðåæåíèé { } 1
1

T
t t a
s -

=
 è ïðåäëîæåíèÿ òðóäà { } 1

1
p

t t a
L -

=
, { } 1

2 .p
t t a

L -

=
 

Áóäåì èçó÷àòü ïîâåäåíèå èíäèâèäóóìà íà÷èíàÿ ñ âîçðàñòà a  ëåò ( )a p T< <  â 
ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.  

1. Ïî äîñòèæåíèè âîçðàñòà p  ëåò èíäèâèäóóì âûõîäèò íà ïåíñèþ. 
2. Íà÷èíàÿ ñ âîçðàñòà a  ëåò è âïëîòü äî äîñòèæåíèÿ p  ëåò èíäèâèäóóì 

âíîñèò âçíîñû â ôîíä ïåíñèîííîãî ñòðàõîâàíèÿ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïðå-

äåëåííóþ (ôèêñèðîâàííóþ) äîëþ g  îò âåëè÷èíû òðóäîâûõ äîõîäîâ ( )1 .t tw L  

3. Ïî äîñòèæåíèè âîçðàñòà p  ëåò è âïëîòü äî ñìåðòè èíäèâèäóóìà â íà÷àëå 
êàæäîãî ãîäà èç ïåíñèîííîãî ôîíäà ïðîèçâîäÿòñÿ ïåíñèîííûå âûïëàòû ðàâíûìè 
÷àñòÿìè. Ýòè âûïëàòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôèêñèðîâàííóþ ÷àñòü äîõîäà èíäèâèäóó-
ìà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïåíñèîííîì âîçðàñòå. 

4. Ïîìèìî òðóäîâûõ äîõîäîâ è ïåíñèè, íà ïðîòÿæåíèè âñåé æèçíè èíäèâè-
äóóì ìîæåò ïîëó÷àòü äîõîä íà âëîæåííûé (íàïðèìåð, â áàíê) êàïèòàë. 
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3. Çàäà÷à äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ 
 
Â ðàçäåëå 2 ìû ñïåöèôèöèðîâàëè ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà 

âðåìåíè t . Íèæå ñòàâèòñÿ çàäà÷à âûáîðà. Ôàêòè÷åñêè îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà-
÷ó âûáîðà ìåæäó òðóäîì è ïîòðåáëåíèåì, à òàêæå òðóäîì è ïîòðåáëåíèåì â áóäóùåì.  

Îïðåäåëåíèå (çàäà÷è äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ). Ïóñòü çàäàí âåêòîð 
ýêçîãåííûõ ïàðàìåòðîâ q , çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé 

( ) ( ){ } 1
1 1 1, ,

T
t t t t t t t t t a

U u q R u q R
-

+ + + =
= + d  

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ tX : 

( )

( )
( )

1*
0 1, 1

0 1 1 1

1 1 1 2 1 2

1

1

1 2

, 1

1 ,

1 ,
0,

0,

0,

0,

p

t t

t t t t t t t

t t t t t t

t t

t

t t

t t t a

s s t a

q r s s w L w L

q r s w L w L
X q q

q q

A R A L A A

A R A L A A

-

-

+ + +

+

+ =

м ьм ь= і +
п пп п
п п= + - + - gп п
п пп п

= + + - gп пп п
п п пп= і >н н ээ
п п ппі >п п пп
п п ппі = - і - >п п пп
п п ппі = - і - >о юо ю

 

( )

( )
( )

1*
0 1, 1

0 1

1 1 1

1

1

,

1 ,

1 ,
0,

0,

.

T

t t

t t t t

t t t
t

t

t

t t t p

s s

q r s s b

q r s bX
q q
q q
R R A

-

-

+ +

+

+ =

м ьм ь=
п пп п
п п= + - +п п
п пп п

= + +п п пп=н н ээ
і >п п пп

п п ппі >п п пп
п п пп= =о юо ю

 

Òîãäà çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ òðàåêòîðèé { } 1*
1

p
t t a

L
-

=
, { } 1*

2

p
t t a

L
-

=
, { } 1*

1

T
t t a
s

-

=
, îòâå÷àþùèõ 

òðåáîâàíèÿì  

1) ( )
( )1 2 1

* * *
1 2 1

, ,
, , arg max

t t t t
t t t t

L L s X
L L s U

О
О  ïðè ( ),..., 1t a p= - ;  

2) 
1

*
1 arg max

t t
t t

s X
s U

О
О  ïðè ( ),..., 1t p T= - ,  

áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ q  

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè { } 1 .T
t t a

U -

=
 

Îïðåäåëåíèå (ðåøåíèå çàäà÷è äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ). Ëþáóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü { } 1*
1

p
t t a

L
-

=
, { } 1*

2

p
t t a

L
-

=
, { } 1*

1

T
t t a
s

-

=
,  óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì  
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1) ( )
( )1 2 1

* * *
1 2 1

, ,
, , arg max

t t t t
t t t t

L L s X
L L s U

О
О  ïðè ( ),..., 1t a p= - ;  

2) 
1

*
1 arg max

t t
t t

s X
s U

О
О  ïðè ( ),..., 1t p T= - ,  

áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèåì çàäà÷è äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ âåêòîðîì ïàðà-

ìåòðîâ q  è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè { } 1 .T
t t a

U -

=
 

Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { } 1*
1

p
t t a

L
-

=
 áóäåì íàçûâàòü òðàåêòîðèåé ïðåä-

ëîæåíèÿ òðóäà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { } 1*
1

T
t t a
s

-

=
 áóäåì íàçûâàòü òðàåêòîðèåé ñáå-

ðåæåíèé. 
Çàìå÷àíèå. Çàäà÷à äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ íå èìååò ðåøåíèÿ, åñëè 

0 ,..., 1t a T$ = - : 
0t

X =Ж  èëè 
( ) 0

1 2 1 0, ,
arg max
t t t t

t
L L s X

U
О

= Ж . 

Íàïðèìåð, çàäà÷à äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ íå èìååò ðåøåíèé, åñëè âû-
áðàòü òàêîå ñîîòíîøåíèå ýêçîãåííûõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî  

( ) ( )01 1 .a ar s w A q+ + - g <  

Äàííîå íåðàâåíñòâî èìååò ñëåäóþùèé ñìûñë: óðîâåíü íà÷àëüíîé íàäåëåí-

íîñòè èíäèâèäóóìà ( ) 01 ,ar s+  à òàêæå ñòàâêà çàðàáîòíîé ïëàòû aw  íàñòîëüêî 

íèçêè, ÷òî äàæå ïðè ìàêñèìàëüíîé òðóäîâîé íàãðóçêå åãî äîõîä â âîçðàñòå a  ëåò 

( ) ( )01 1a ar s w A+ + - g  îêàæåòñÿ ìåíüøå ìèíèìàëüíîãî óðîâíÿ ïîòðåáëåíèÿ .q  

Òåîðåìà 1 (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ 
çàäà÷è äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ). 

A) Ïóñòü ôóíêöèè ïîëåçíîñòè tU  íåïðåðûâíû ïî ïåðåìåííûì 1 2 1, ,t t tL L s  

ïðè ( ),..., 1t a p= -  è íåïðåðûâíû ïî ïåðåìåííîé 1ts  ïðè ( ),..., 1 .t p T= -  Ïóñòü òàê-

æå ( )1,..., 1t p" = -  âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà ( )1 tw A q- g і  è 

( )( )1 *
1,0 .

p a k
a k k aa kk
T a j

j aj p a

w L p
b q

p

- -

+ +=
-

= -

g Ч Ч Чn Ч
= і

n Ч

е
е

 

Òîãäà çàäà÷à äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èìååò ðåøåíèå. 
B) Åñëè, â äîïîëíåíèå ê óêàçàííûì âûøå óñëîâèÿì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 

ñòðîãîé âîãíóòîñòè ôóíêöèé tU  ïî ïåðåìåííûì 1tL , 2tL  è 1ts  ïðè ( )1,..., 1t p= -  

è ñòðîãîé âîãíóòîñòè ôóíêöèé tU  ïî 1ts  ïðè ( ),..., 1 ,t p T= -  òî ðåøåíèå çàäà÷è 

äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ åäèíñòâåííî. 
Äîêàçàòåëüñòâî. Â çàäà÷å äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïðî-

èçâîäèòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèé tU  íà ìíîæåñòâàõ tX . Ïðè ýòîì ìíîæåñòâà tX  – 

íåïóñòûå êîìïàêòû, à ôóíêöèè tU  íåïðåðûâíû. 
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4. Ïðåäïîëîæåíèå î ïîâåäåíèè èíäèâèäóóìà 
 
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíäèâèäóóì, íàõîäÿñü â âîçðàñòå t  ëåò, äåéñòâóåò ñîãëà-

ñîâàííî ñ ðåøåíèåì çàäà÷è äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â âîç-

ðàñòå ,..., 1t a p= -  îí âûáèðàåò ïðåäëîæåíèå òðóäà íà óðîâíå *
1tL , óðîâåíü ñáåðåæå-

íèé íà óðîâíå *
1ts , òàêèå ÷òî ( )

( )1 2 1

* * *
1 2 1

, ,
, , arg max

t t t t
t t t t

L L s X
L L s U

О
О , à â âîçðàñòå ( ),..., 1t p T= -  – 

âûáèðàåò óðîâåíü ñáåðåæåíèé íà óðîâíå *
1ts : 

1

*
1 arg max

t t
t t

s X
s U

О
О . 

 
5. Çàäà÷à äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ  

äëÿ êëàññà ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè 
 
Â ðàçäåëå 4 áûëè îïèñàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-

íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ äëÿ êëàññà ïðîèçâîëüíûõ íå-
ïðåðûâíûõ è âîãíóòûõ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè. Òåì íå ìåíåå âîïðîñ î ïîëó÷åíèè ðå-
øåíèÿ çàäà÷è â ÿâíîì âèäå, êàê ôóíêöèè îò ýêçîãåííûõ ïàðàìåòðîâ ,q  îñòàåòñÿ 
îòêðûòûì. Ýòó çàäà÷ó óäàåòñÿ ðåøèòü, åñëè ñóçèòü êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíê-
öèé ïîëåçíîñòè äî êëàññà ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè. 

Èòàê, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè ïîëåçíîñòè âèäà 

(4)  ( ) ( ) ( ) ( )1 1ln ln ln ln ,t t t t t t t t tU q m R q m R+ += + + d + d   

ãäå ( ) ( )0,tm m t= О +Ґ  – êîýôôèöèåíò äèñêîíòà, ðàñïðåäåëÿþùèé ïðåäïî÷òåíèå ìåæ-

äó ïîòðåáëåíèåì è îòäûõîì. 
Óòâåðæäåíèå 1 (î âîãíóòîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè). 

A. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè èíäèâèäóóìà âîçðàñòà t  ëåò ( )( ), 1t a p= -  

( )( ) ( )
( )( ) ( )

0 1 1 1 1

1 1 2 1 2 2

ln 1 ln

ln 1 ln

t t t t t t t t t

t t t t t t t t t

U r s s w L w L m A L

r s w L w L m A L+ +

= + - + - g + - +

+d + + - g + d -
 

ñòðîãî âîãíóòà ïî ïåðåìåííûì 1 2 1, ,t t tL L s .  

B. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè èíäèâèäóóìà âîçðàñòà t  ëåò ( )( ), 1t p T= -  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 1 1ln 1 ln ln 1 lnt t t t t t t t t tU r s s b m A r s b m A= + - + + + d + + + d  

ñòðîãî âîãíóòà ïî ïåðåìåííîé 1ts . 

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòîâ A è B óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç îòðèöàòåëüíîé îïðå-
äåëåííîñòè ìàòðèö âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé tU  íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. 
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Ñëåäñòâèå èç Óòâåðæäåíèÿ 1. Èç òåîðåìû 1 è Óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò ñóùåñò-
âîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ 
ôóíêöèé ïîëåçíîñòè âèäà 

( ) ( ) ( ) ( )1 1ln ln ln lnt t t t t t t t tU q m R q m R+ += + + d + d ( )( ), 1t a T= -  

è âåêòîðà ýêçîãåííûõ ïàðàìåòðîâ ,q  óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 1: 

( )1,..., 1t p" = - Ю ( )1 tw A q- g і  è 
( )( )1 *

1,0 .
p a k

a k k aa kk
T a j

j aj p a

w L p
b q

p

- -

+ +=
-

= -

g Ч Ч Чn Ч
= і

n Ч

е
е

 

Óòâåðæäåíèå 2 (î êîîðäèíàòàõ ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ëîãàðèôìè÷åñêèõ 
ôóíêöèé ïîëåçíîñòè).  

Ôóíêöèè ïîëåçíîñòè 

( ) ( ) ( ) ( )1 1ln ln ln lnt t t t t t t t tU q m R q m R+ += + + d + d  ( )( ), 1 ,t a T= -  

ãäå 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )

*
0 1 1 1

1 1 1 2 1 2

*
0 1

1 1

1

1 2

1 , ,..., 1 ,

1 , ,..., 1 ,

1 , ,..., 1 ,

1 , ,..., 1 ,

, ,..., 1 ,

, ,..., 1 ,

, ,..., 1 ,

t t t t t t t

t t t t t t

t t t t

t t t

t t

t t

t

q r s s w L w L t a p

q r s w L w L t a p

q r s s b t p T

q r s b t p T

R A L t a p

R A L t a p

R A t p T

R

+ + +

+

+

= + - + - g = -

= + + - g = -

= + - + = -

= + + = -

= - = -

= - = -

= = -

( )1 , ,..., 1t A t p T+

м
п
п
п
п
п
п
н
п
п
п
п
п
п = = -о

 

äîñòèãàþò ñâîåãî ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà (íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ) â òî÷êå, 
êîîðäèíàòû êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. 

A. Ïðè ( ), 1t a p= -  

(5)  
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( )

2
1 0*

1

1 1 1 1 1
,

1 1 1 1
t t t t t t t t

t
t t t

w A r m w Am s m r
L

w r m
+- g + + d + d - - g - +

=
- g + + d +

 

(6)  
( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

2
1 0*

2
1

1 1 1 1 1
,

1 1 1
t t t t t t t t t

t
t t t

A m w Am r w m r s
L

w m
+

+

+ + d - g - d + - g - d +
=

- g + d +
 

(7)  
( ) ( )( ) ( )

( )( )

2
0 1*

1

1 1 1 1
.

1 1
t t t t t

t
t

r s A r w A w
s

r
+d + + d + - g - - g

=
+ + d

 



392 ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË ÂØÝ  ¹ 3 
 

B. Ïðè ( ), 1t p T= -  

(8)  
( ) ( )

( )( )

2
0*

1

1 1
.

1 1
t t t t

t
t

b r s r
s

r
d + d - + d +

=
+ + d

 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëû (5), (6), (7) è (8) ïîëó÷àþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç íå-
îáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè. 

Çàìå÷àíèå. Åñëè òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèé 

( ) ( ) ( ) ( )1 1ln ln ln ln ,t t t t t t t t tU q m R q m R+ += + + d + d  

êîîðäèíàòû êîòîðîé ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì (5)–(8), ïîïàäàåò â äîïóñòèìîå 

ìíîæåñòâî { } 1 ,T
t t a

X -

=
 òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ. 

 
6. Ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîìîùè ìîäåëè,  

è ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ 
 
Òàêîå ñîïîñòàâëåíèå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî, åñëè ìû áóäåì èñõîäèòü èç ìîäå-

ëè «ðåïðåçåíòàòèâíîãî àãåíòà», ïîâåäåíèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ïîñòðîåííîé âûøå 
ìîäåëüþ. Êîíå÷íî, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ìîäåëü ðåïðåçåíòàòèâíîãî àãåíòà ïðèìåíè-
ìà ëèøü ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàñïðåäåëåíèå äîõîäîâ â ýêîíîìèêå, êî-
òîðîå äîëæíî áûòü ïîñòîÿííûì âî âðåìåíè èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, áûòü äåòåðìèíèðî-
âàííîé ôóíêöèåé âðåìåíè [12]. Îäíàêî, äàæå åñëè íåëüçÿ ñ ïîëíîé óâåðåííîñòüþ 
óòâåðæäàòü, ÷òî ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû (êàê â íàøåì ñëó÷àå), ìîäåëè ðåïðåçåíòà-
òèâíîãî àãåíòà ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî ïîëåçíû, â ÷àñòíîñòè, ïðè èçó÷åíèè ïîòðåáëå-
íèÿ (êàê, íàïðèìåð, áûëî ïîêàçàíî â ñòàòüå [15]). 

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ðåàëèçàöèþ ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè è 
ïðîâåäåì ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ýìïèðè÷åñêèìè äàííûìè. 

Ïóñòü 30a = ; 60p = ; 70T =  è âåêòîð ýêçîãåííûõ ïàðàìåòðîâ Q : 
20,000389 0,0325 0,7;tm t t= Ч - Ч +  
20,06333 6,7667 80;tw t t= - Ч + Ч -  

0,06;ar =  0,99;d =  0 0;as =  300;A =  0,05.g =  

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê êðèâîé ñáåðåæåíèé â çàâèñèìîñòè îò âîçðàñòà 
èíäèâèäóóìà. 

Â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì êðèâîé ñáåðåæåíèé îòìåòèì ñëåäóþùèé èíòåðåñíûé 
ýôôåêò «ðàñòðà÷èâàíèÿ» íà÷àëüíîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ 0as . Ïóñòü 30a = ; 60p = ; 

70T =  è âåêòîð ýêçîãåííûõ ïàðàìåòðîâ Q  òîò æå, ÷òî è âûøå, çà èñêëþ÷åíèåì 
ïàðàìåòðà 0as . Ïîëîæèì 0 2000as = . Ñìîäåëèðîâàííàÿ êðèâàÿ ñáåðåæåíèé ïîêàçàíà 
íà ðèñ. 2. 
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Ðèñ. 1. Êðèâàÿ ñáåðåæåíèé â çàâèñèìîñòè îò âîçðàñòà èíäèâèäóóìà ( )0 0as =  
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Ðèñ. 2. Êðèâàÿ ñáåðåæåíèé â çàâèñèìîñòè îò âîçðàñòà èíäèâèäóóìà ( )0 2000as =  

 
Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî èíäèâèäóóì ïîñòåïåííî ðàñòðà÷èâàåò èìåþùóþñÿ â åãî 

ðàñïîðÿæåíèè âåëè÷èíó 0 2000as = . 
Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ìîäåëè: 

30;a =  60;p =  70;T =  

:Q  20,000389 0,0325 0,7;tm t t= Ч - Ч +  
20,06333 6,7667 80;tw t t= - Ч + Ч -  

0,06;ar =  0,99;d =  0 0;as =  300;A =  0,05.g =  
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Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ êðèâûõ ïðåäëîæåíèÿ òðóäà è ïîòðåáëåíèÿ â çàâè-
ñèìîñòè îò âîçðàñòà èíäèâèäóóìà. 
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Ðèñ. 3. Êðèâàÿ ïðåäëîæåíèÿ òðóäà â çàâèñèìîñòè îò âîçðàñòà èíäèâèäóóìà 

 
Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíà ñìîäåëèðîâàííàÿ êðèâàÿ ïðåäëîæåíèÿ òðóäà. Ïîëó÷åííàÿ 

ôîðìà êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì òåîðèè ïðåäëîæåíèÿ òðóäà, îñíîâàííîé íà 
æèçíåííîì öèêëå (ñì., íàïðèìåð, [2]), êîòîðàÿ îáúÿñíÿåò ýòî ôîðìîé êðèâîé ðàñïðå-
äåëåíèÿ çàðïëàò. À èìåííî, òàê êàê êðèâàÿ çàðïëàò ÿâëÿåòñÿ êðèâîé àëüòåðíàòèâ-
íûõ èçäåðæåê ÷àñà ñâîáîäíîãî âðåìåíè, è ïîñêîëüêó â íà÷àëå è â êîíöå æèçíè ýòè 
èçäåðæêè íåâåëèêè, òî ÷åëîâåê ïðåäïî÷èòàåò â áîëüøåé ñòåïåíè îòäûõ, à â ñåðåäè-
íå æèçíåííîãî öèêëà àëüòåðíàòèâíûå èçäåðæêè ÷àñà îòäûõà äîâîëüíî âûñîêè è ÷å-
ëîâåê ïðåäïî÷èòàåò ðàáîòó äîñóãó.  

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ôîðìà ïîëó÷åííîé íàìè êðèâîé ïðåäëîæåíèÿ òðóäà ïî 
âîçðàñòàì ñîîòâåòñòâóåò àíàëîãè÷íîìó ïîêàçàòåëþ ó÷àñòèÿ â ðàáî÷åé ñèëå, ïîñòðî-
åííîé ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì â ðàáîòå [1]. 

Èíòåðåñíî òàêæå ñîïîñòàâèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè îïèñàí-
íîé âûøå ìîäåëè, ñ ýìïèðè÷åñêèìè äàííûìè î ðàñïðåäåëåíèè äîõîäîâ ïî âîçðàñ-
òàì. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî â îïèñàííîé âûøå ìîäåëè âåëè÷èíà ãîäîâûõ äîõîäîâ 
èíäèâèäóóìà ìîæåò áûòü âûðàæåíà â âèäå 

( )
( )

* *
1 0

*
0

, , 1
.

, , 1
t t t

t

t t

w L r s t a p
I

b r s t p T

м Ч + Ч = -п= н
+ Ч = -по

 

Ãðàôèê ýòîé âåëè÷èíû ïðè óêàçàííûõ âûøå ïàðàìåòðàõ ïðèâåäåí íà ðèñ. 5. 
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Ðèñ. 4. Ó÷àñòèå â ðàáî÷åé ñèëå ïî âîçðàñòó, 1999 ã., % (ñîãëàñíî [1]) 
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Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèå äîõîäîâ â çàâèñèìîñòè îò âîçðàñòà èíäèâèäóóìà 

 
Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ êðèâûìè ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäîâ, ïðèâåäåí-

íûìè â ðàáîòå [13]. Àâòîðû ýòîé ñòàòüè îöåíèâàþò äèíàìèêó óðîâíÿ äîõîäîâ â òå÷å-
íèå æèçíè (â êà÷åñòâå íà÷àëà òðóäîâîé æèçíè âûáðàí âîçðàñò 21 ãîä, âîçðàñò âûõîäà 
íà ïåíñèþ – 65 ëåò, ìàêñèìàëüíûé âîçðàñò – 100 ëåò) äëÿ ëþäåé ñ ðàçëè÷íûì óðîâ-
íåì îáðàçîâàíèÿ (íåîêîí÷åííîå ñðåäíåå îáðàçîâàíèå, îêîí÷åííîå ñðåäíåå îáðàçîâà-
íèå, îêîí÷åííîå îáðàçîâàíèå â êîëëåäæå). Àâòîðû èñïîëüçóþò äàííûå PSID (Panel 
Study of Income Dynamics)1 – ïàíåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, ïðîâîäèìîãî â ÑØÀ ñ 1968 ã. 
è âêëþ÷àþùåãî ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ 9000 äîìîõîçÿéñòâ. 
                                                

1 http://psidonline.isr.umich.edu/ 
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Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèå äîõîäîâ ïî âîçðàñòàì (ñîãëàñíî [13]) 

 
Êàê âèäíî èç ðèñ. 5 è 6, êðèâàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäîâ èíäèâèäóóìà ïî âîç-

ðàñòàì, ïîëó÷àåìàÿ ïðè ïîìîùè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, èìååò ñõîæóþ ôîðìó ñ 
êðèâûìè, ïðèâåäåííûìè â ðàáîòå [13]. 

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû íà ðèñ. 7 íèæå èçîáðàæåíà ñìîäåëèðîâàííàÿ êðèâàÿ 
ïîòðåáëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âîçðàñòà èíäèâèäóóìà. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ðèñ. 7. Êðèâàÿ ïîòðåáëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âîçðàñòà èíäèâèäóóìà 
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6. Çàêëþ÷åíèå 
 
Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè ñôîðìóëèðîâàííàÿ 

âûøå çàäà÷à äâóõïåðèîäíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî. Îäíàêî åñëè ðàñ-
ñìîòðåòü ñïåöèàëüíûé êëàññ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè, òî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷å-
ñêèå ôîðìóëû ðåøåíèÿ çàäà÷è. Óêàçàííûå ôîðìóëû ïðèâîäÿòñÿ â Óòâåðæäåíèè 2.  

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàðïëàòà tw  è êîýôôèöèåíò ,tm  ðàñïðåäåëÿþùèé ïðåä-
ïî÷òåíèå ìåæäó ïîòðåáëåíèåì è îòäûõîì, çàäàíû (ò.å. ìîãóò áûòü ïðèáëèæåíû) 

ìíîãî÷ëåíàìè âòîðîé ñòåïåíè 2
2 1 0tw t t= w Ч +w Ч +w  ( )2 0w <  è 2

2 1 0tm t t= m Ч +m Ч + m  

( )2 0 ;m >  êîýôôèöèåíò äèñêîíòà ( )0,1t constd = d = О  è ñòàâêà ïðîöåíòà ( )0,1rО  íå 

ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè. Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå2.  
1. Òðàåêòîðèþ ñáåðåæåíèé *

1ts  ñëåäóåò èñêàòü â êëàññå ôóíêöèé 

2
*
1

, ,..., 1,
, ,..., 1,

t

t t

t t t a p
s

B t p T

мa Чl +y Ч + nЧ + t = -п= н
b Чl + = -по

 

ãäå , , , , , ,Ba l y n t b ОR  – íåêîòîðûå êîíñòàíòû. 

2. Òðàåêòîðèþ ìåæâðåìåííîãî ïðåäëîæåíèÿ òðóäà *
1tL  ñëåäóåò èñêàòü â êëàññå 

ôóíêöèé: 
( ) ( )

( )
2 4*

1
4

,
t

t
Q t P t

L
G t
Чl +

=  ( ),..., 1 ,t a p= -  ãäå ( )2Q t  – âåùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí 

ñòåïåíè íå âûøå äâóõ, à ( )4P t  è ( )4G t  – âåùåñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû íå âûøå ÷åò-

âåðòîé ñòåïåíè. 
Ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíèÿ ñ ýìïèðè÷åñêèìè äàííûìè ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, 

÷òî ïðåäëàãàåìàÿ íàìè ìîäåëü ñïîñîáíà ïîðîæäàòü êðèâûå ïðåäëîæåíèÿ òðóäà è 
ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäîâ, íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå ñõîæèå ñ àíàëîãè÷íûìè êðèâûìè, 
ïîëó÷àåìûìè ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì. Ïðèâåäåííûé âûøå ðåçóëüòàò î êëàññå 

ôóíêöèé, â êîòîðîì ñëåäóåò èñêàòü { }*
1ts  è { }*

1 ,tL  óêàçûâàåò íà âîçìîæíûå ñïåöè-

ôèêàöèè ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ýêîíîìåò-
ðè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïîòðåáëåíèÿ, ñáåðåæåíèé, ïðåäëîæåíèÿ òðóäà è äîõîäîâ 
äîìîõîçÿéñòâ. 

 
*   * 
* 
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