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О применении нечетких чисел  

при оценке опционов 

 

Лис А.И. 

 

Вопрос, какой подход к передаче неопределенности является более важ-

ным, с использованием случайных величин или с использованием нечетких 

чисел, далек от своего окончательного решения. В настоящее время широко 

применяются оба подхода. 

Методы нечеткой математики позволяют учесть при анализе неточно-

сти в значениях таких параметров, как, например, волатильность или про-

центная ставка, и выразить цену опциона в виде нечеткого числа. Таким об-

разом, цена опциона дается с различными уровнями достоверности. В дан-

ной работе используются аналитические формулы для безарбитражных цен 

опционов, формула Блэка – Шоулза и модификация этой формулы для рас-

чета цены американского опциона. Вместо точных значений цены базового 

актива, волатильности этой цены, дивидендной доходности и ставки про-

цента взяты нечеткие числа. В ряде работ такой подход применяется к ев-

ропейским опционам, в настоящей работе он впервые используется для аме-

риканских опционов. В работе получена нечеткая стоимость американского 

колл опциона, что позволяет определить границы цены опциона при каждом 

уровне достоверности. Проводится сравнение с нечеткими стоимостями ев-

ропейских опционов. Делается попытка ответить на вопрос, какой подход к 

подаче неопределенности является более важным, основанный на исполь-

зовании случайных величин или на использовании нечетких чисел. В на-

стоящее время широко применяются оба подхода. 

 

Ключевые слова: нечеткие множества; нечеткие числа; оценка американских оп-

ционов. 

 

1. Введение 

 

В финансах часто приходится иметь дело с неопределенностью. Из-за постоянных 

колебаний на рынке такие величины, как цена акции, стоимость опциона или рыночная 

ставка процента, бывает затруднительно сопоставить с точным числом. Кроме того, точ- 
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ные данные не всегда бывают доступны. Неопределенность такого вида, не связанную, 

по сути, с различными значениями и их вероятностями, можно выразить, используя не-

четкие числа. 

Опционы имеют большое значение для финансовых рынков, перед аналитиками 

стоит задача нахождения стоимости опциона и сравнения рыночной стоимости опциона с 

этой, так называемой, «справедливой ценой». Один из основных подходов к решению 

данной задачи – это вычисление цены опциона с помощью некой аналитической форму-

лы. Такой подход применяется, например, в работе [Barone-Adesi, Whaley, 1987]. Формула 

дает точное значение цены при точных входных параметрах. Однако во многих случаях 

точные значения параметров не могут быть вычислены из-за расхождения в данных или 

недостатка информации. В таких случаях уместно использовать теорию нечетких чисел, 

в которой вместо точных значений параметров используются размытые. Методы нечет-

кой математики, широко применяемые в различных прикладных исследованиях, приоб-

рели распространение и в задаче оценивания опционов. Например, возникает ситуация, 

когда доступно несколько различных оценок для волатильности. Кроме того, волатиль-

ность актива может быть разной в момент расчета цены опциона и в последующие мо-

менты. Это вносит неопределенность, которую можно отразить как вероятностной мо-

делью, так и с помощью нечетких чисел. Применяется и комбинированный нечетко-

случайный подход (см., например: [Zmeskal, 2001]). 

Об использовании нечетких чисел в аналитических формулах для безарбитражных 

цен сегодня можно уже говорить как о некотором направлении в теории опционов. Раз-

личные подходы к этому вопросу даются в работах [Chrysafis, Papadopoulos, 2009; Wu, 

2004, 2005; Capotortia, Figà-Talamanca, 2013; Thiagarajah, Thavaneswaran, 2006; Guerra, Sorini, 

Stefanini, 2011]. В этих исследованиях речь идет о европейских опционах. Например, в 

статье [Thiagarajah, Thavaneswaran, 2006] были рассмотрены модели оценки опционов с 

нечетко-случайными значениями волатильности. В работе [Guerra, Sorini, Stefanini, 2011] 

приведен расчет стоимости опциона в случае нечеткой цены базового актива, безриско-

вой процентной ставки и волатильности и исследована зависимость цены опциона от па-

раметров путем расчета коэффициентов чувствительности. В статье [Zhang, Shi, Xiao, 

2011] рассматривается приближенная формула для цены американского опциона, не свя-

занная с теорией безарбитражной оценки опционов, и в эту формулу включаются нечет-

кие числа. В настоящей работе подход, связанный с использованием нечетких чисел, 

впервые применяется к безарбитражным формулам для цен американских опционов, ис-

пользуется формула из исследования [Barone-Adesi, Whaley, 1987]. 

Данная работа организована следующим образом: в разделе 2 приведены некото-

рые сведения, касающиеся нечетких чисел. В разделе 3 описаны алгоритмы получения 

нечеткой цены европейского и американского опционов. Для европейских опционов при-

водимый алгоритм близок к алгоритму из работы [Guerra, Sorini, Stefanini, 2011], хотя и 

является более простым. Подробнее об этом упрощении говорится в разделе 3. Схема рас-

чета получения нечеткой цены американского опциона является новой. В разделе 4 при-

ведены результаты расчетов стоимостей опционов при нечетких входных данных. 
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2. Нечеткие числа, функции нечетких чисел 

 

Существуют различные определения нечетких чисел, здесь используется то же оп-

ределение нечеткого числа, что и в работе [Shvedov, 2013]. Компакт 
2a ⊆% R  называется не-

четким числом, если выполнены следующие условия: 

• при [ ]1 0,1η ∉  пересечение a%  с прямой 1η = η  пусто; 

• при [ ]1 0,1η ∈  пересечение a%  с прямой 1η = η  имеет вид 

( ) ( ) ( ){ }1 1 2 1 1; : , ,k kξ η η ≤ ξ ≤ η η = η  

где ( )1k η  – монотонно неубывающая непрерывная слева функция на отрезке [0;1]; 

( )2k η  – монотонно невозрастающая непрерывная слева функция на отрезке [0;1]. 

η -срезом нечеткого числа a%  при [ ]0,1η∈  называется отрезок ( ) ( )1 2;a k kη = η η⎡ ⎤⎣ ⎦%  

прямой ξ . 

Функции ( )1k η  и ( )2k η  будем называть индексами нечеткого числа a% . В данной 

работе для индексов будем использовать также обозначения ( ) ( )1 2, L Ua k a kη η= η = η% % . 

Тогда η -срез нечеткого числа a%  имеет вид 

; .L Ua a aη η η⎡ ⎤= ⎣ ⎦% % %  

 

 

Рис. 1. Пример нечеткого числа 

 

Треугольное нечеткое число a%  может быть задано тройкой { ; };a a a− +
 (см. рис 2). 

В настоящей работе для задания нечеткого числа используются индексы. Но суще-

ствует и другой подход к определению нечеткого множества (нечеткое число – это част-

ный случай нечеткого множества). В основе этого подхода лежит понятие функции при-

надлежности. Не давая здесь точных определений, скажем только, что функция аргумен-
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та ξ , график которой изображен на рис. 1, 2, называется функцией принадлежности. На 

рис. 3 показаны нечеткие множества, не являющиеся нечеткими числами. Подробнее о 

нечетких множествах см., например: [Liu, 2002]. 
 

 

Рис. 2. Треугольное нечеткое число 

 

  

Рис. 3. Примеры нечетких множеств, не являющихся нечеткими числами 

 

Рассмотрим сетку на отрезке [ ]0;1 : 

0 1 2 10 1.k k−= η < η < η <…< η < η =  

В дальнейшем, при расчетах, индексы нечеткого числа будем определять только 

в точках сетки, считая, что таким образом приближенно задается нечеткое число. 

Пусть 
1,..., la a% %  – нечеткие числа, и непрерывная функция 

: .lf →R R  

η-срезы нечетких чисел 
1,..., la a% %  обозначим 

, ,, , 1, .j j L j Ua a a j lη η η⎡ ⎤= = …⎣ ⎦% % %   
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Что понимается под нечетким числом ( )1,..., laf a ? В исследовании [Guerra, Sorini, 

Stefanini, 2011, р. 517] приводится следующее определение, которое названо хорошо из-

вестным подходом. Индексы нечеткого числа ( )1,..., laf a  определяются следующим об-

разом: 

( ) ( )1 1, , inf , , ,
Ll lf a a f a a
η

… = …% %  

( ) ( )1 1, , sup , , ,
Ul lf a a f a a
η

… = …% %  

где inf и sup берутся по всем 

1 1, 1, , ,, , , , ,L U l l L l Ua a a a a aη η η η⎡ ⎤ ⎡ ⎤∈ … ∈⎣ ⎦ ⎣ ⎦% % % %  

т.е. по l -мерному параллелепипеду. 

По свойству монотонности индексов нечеткого числа при любом 1, ,i k= …  

1 1

, , , ,, , , 1, , .
i i i i

j L j U j L j Ua a a a j l
− −η η η η⎡ ⎤ ⎡ ⎤⊆ = …⎣ ⎦ ⎣ ⎦% % % %  

Значит, соответствующее включение имеет место и для l -мерных параллелепи-

педов. 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1 1, , ; , , , , , , , .
i i i i

L U L Ul l l lf a a f a a f a a f a a
− −η η η η

⎡ ⎤ ⎡ ⎤… … ⊆ … …
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

% % % % % % % %  

Это означает, что набор отрезков 

( ) ( )1 1, , ; , , , 0, ,
i i

L Ul lf a a f a a i k
η η

⎡ ⎤… … = …
⎢ ⎥⎣ ⎦

% % % %
 

может рассматриваться как набор η-срезов некоторого нечеткого числа. 

В соответствии с данным определением умножение нечеткого числа на константу, 

сумма, разность и произведение нечетких чисел задаются следующим образом. 

При λ∈R  нечеткое число aλ %  – это нечеткое число с η-срезами 

{ } { }min ; ;max ; .L U L Ua a a aη η η η
⎡ ⎤λ λ λ λ
⎣ ⎦

% % % %   

Нечеткое число a b⊕ %

%  – это нечеткое число с η-срезами 

, .L L U Ua b a bη η η η⎡ ⎤+ +⎣ ⎦
% %

% %  
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Нечеткое число a b⊕ %

%  – это нечеткое число с η-срезами 

( ) { } { }min , , , ,max , , , .L L L U U L U U L L L U U L U Ua b a b a b a b a b a b a b a b a bη η η η η η η η η η η η η η η ηη
⎡ ⎤⊗ =
⎣ ⎦

% % % % % % % % %

% % % % % % % % %  

 

3. Стоимость европейского и американского опционов колл  

на акцию 

 

Безарбитражные цены опционов могут быть получены либо при помощи числен-

ных методов, либо, в некоторых случаях, задаваться аналитическими формулами. Здесь 

мы ограничимся рассмотрением задач, в которых для безарбитражных цен опционов су-

ществуют аналитические формулы либо приближенные аналитические формулы. 

При четком задании всех значений стоимость европейского опциона колл со страй-

ком X , моментом исполнения T  может быть получена по формуле Блэка – Шоулза: 

( ) ( ) ( )1 2, , , , , ,qt rtc S t X r q Se N d Xe N d− −σ = −  

где  
2

1

ln
2

S
r q t

X
d

t

⎞⎛ σ⎞⎛ + − + ⎟⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

σ
 

2 1 ,d d t= − σ  

где S  – цена акции; σ  – волатильность цены акции; r  – безрисковая ставка процента; 

q  – дивидендная доходность; t  – время, оставшееся до момента исполнения. ( )N x  – функ-

ция распределения стандартной нормальной случайной величины. При цене акции tS  бу-

дем использовать обозначение для цены европейского опциона колл ( ), , , , , .t tc c S t X r q= σ  

В приведенной формуле акции S , волатильность σ , безрисковая ставка r  и q  яв-

ляются обычными действительными числами. Но можно рассмотреть и такую матема-

тическую модель, где эти числа являются нечеткими и задаются η-срезами: 

; ; ; ; ; ; ; . L U L U L U L US S S r r r q q qη η η η η η η η η η η η⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= σ = σ σ = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
% % %

% % % % % % % %
 

Формула расчета стоимости опциона для нечеткого случая примет вид 

( ) ( ) , , , , , inf , , , , , ,
L

c S t X r q c S t X r q
η

σ = σ%

% %%
 

( ) ( ) , , , , , sup , , , , , ,
R

c S t X r q c S t X r q
η

σ = σ%

% %%
 

где inf и sup берутся по четырехмерному параллелепипеду: 
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; , ; , ; , ; .L U L U L U L US S S r r r q q qη η η η η η η η⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∈ ∈ σ∈ σ σ ∈⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
% %

% %% % % %  

Приведенная схема расчета нечеткой цены европейского опциона близка к схеме 

расчета из работы [Guerra, Sorini, Stefanini, 2011], хотя и отличие от алгоритмов из ряда 

других работ, упомянутых во введении, не носит принципиального характера. Кроме зна-

чений индексов нечеткой цены опциона в точках сетки в исследовании [Guerra, Sorini, 

Stefanini, 2011] вычисляются еще значения производных в этих же точках. Возможно, 

именно с этим усложнением алгоритма связано то, что найденные в ней в качестве ин-

дексов нечеткого числа функции могут индексами нечеткого числа не быть (см. рис. 11 

указанной работы). 

Как известно, в отличие от европейского опциона, американский опцион может 

быть исполнен до наступления срока. Премия за раннее исполнение может быть запи-

сана в виде 

( ) ( ) ( ), , , ,C S t C S t c S tε = −  

где ( ),C S t  – стоимость американского опциона колл; ( ),c S t , как и выше, – стоимость 

европейского опциона колл на акцию. Если считать, что и функция ( ),C S t , и функция, 

( ),c S t  являются решениями уравнения с частными производными 

( )2 21
0,

2 ss S tS V rV r q SV Vσ − + − − =  

где в качестве ( ),V S t  берется либо ( ),C S t , либо ( ),c S t , то и функция ( ),C S tε  является 

решением того же уравнения. 

Пусть 
2

2r
M =

σ
 и ( ) 22( ) / .N r q= − σ   

В работе [Barone-Adesi, Whaley, 1987] выведена следующая приближенная формула 

для ( ),C S t . Пусть ( ) 1 rtK t e−= − , 

( ) ( )2

2

1 1 4 /
.

2

N N M K
q

⎡ ⎤− − + − +
⎢ ⎥⎣ ⎦=  

Тогда можно принять 

( ) ( ) 2
2, , .qC S t c S t Ka S= +  

Для поиска значения 2a  нужно найти такое значение 
*S , в котором исполнение 

опциона будет оптимальным решением. В работе [Barone-Adesi, Whaley, 1987] показано, 

что для нахождения 
*S  может быть использовано уравнение 
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( ) ( )( )( )* * * *
1 2, 1 / .qtS X c S t e N d S S q−− = + −  

Для решения данного уравнения используется итеративный процесс. Введем обо-

значения для левой и правой частей уравнения на i-ом шаге алгоритма: 

( ) ;i iLHS S S X= −  

( ) ( ) ( )( )( )1 2, 1 / .qt
i i i iRHS S c S t e N d S S q−= + −  

Алгоритм завершается, когда разница между ( )iLHS S  и ( )iRHS S  меньше задан-

ной величины, которая в данной работе равна 0,001. 

Если разница на i-ом шаге превосходит эту величину, вычисляется значение S  для 

следующей итерации. Для этого выполняется поиск точки, в которой прямая, соединя-

ющая iS  и 1iS − , пересекается с осью абсцисс. Это значение находится методом секущих: 

( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1
1

1 1

.i i i i
i i

i i i i

LHS S RHS S S S
S S

LHS S LHS S RHS S RHS S
−

+
− −

− −
= −

− − −
 

Тогда 2a  определяется из уравнения 

( )( ) 2* 1*
1 2 21 .qqte N d S Kq a S −−= +  

Стоимость американского опциона может быть принята равной 

( ) ( )
2

*
2 * когда, , ,  ,

q
S

C S t c S t A S S
S

⎞⎛= + <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) *
когда, ,  ,C S t S X S S= − ≥  

где ( ) ( )( )( )* *
2 2 1/ 1 .qtA S q e N d S−= −  

При использовании нечетких аргументов формула цены опциона будет иметь сле-

дующий вид: 

( ) ( )
2

2 *, , , , , , , , , , ,
q

S
C S T X r q c S T X r q A

S

⎞⎛
σ = σ ⊕ ⎟⎜

⎝ ⎠

%

% % %

% %% % % %

%

 когда 
*

1 ,LS S<%  

( ), , , , , ,C S T X r q S Xσ = −% %

%% %  когда 
*

1 ,LS S≥  

где 

( ) ( ){ }
*

*
2 1

2

1 ( ;
L qtS

A inf e N d S
q

−
η

⎞⎛ ⎞⎛
= − ⎟⎜ ⎟⎜⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

%

%  



298 ЭКОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ ВШЭ  № 2

 

( ) ( ){ }
*

*
2 1

2

1 ( .
U qtS

A sup e N d S
q

−
η

⎞⎛ ⎞⎛
= − ⎟⎜ ⎟⎜⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

%

%

 

Заметим, что 1 1 ,L US S=% %  поскольку S%  – треугольное нечеткое число. Также 1 1 ,L Uσ = σ% %  

1 1 ,L Ur r=% %  1 1 .L Uq q=% %  При расчете 
*S  в качестве , , ,S r qσ  используются 1 1 1 1, , ,L L L LS r qσ% . Это 

обеспечивает то, что 1
LC%  совпадает с ценой американского опциона при четких значе-

ниях аргументов. 

 

4. Результаты расчетов 

 

Рассмотрим европейский колл опцион со страйком 100, сроком исполнения 3T = . 

Текущая стоимость акции около 100, волатильность около 20%, безрисковая ставка и 

дивидендная доходность – нечеткие числа с центром в точке 8%. Допустим, что все 

четыре величины заданы треугольными нечеткими числами. ( )0,06;0,08;0,10 ,r =%  

( )0,06;0,08;0,10q =%  и ( )0,15;0,20;0,25σ =% . В первом расчете ( )90,100,110S =% , во вто-

ром расчете ( )90,100,150 .S =%   

При этих данных получено 
* 153,6S = . 

 

Результаты первого расчета. 

 

 

  

Рис. 4. Безрисковая ставка Рис. 5. Дивидендная доходность 
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Рис. 6. Волатильность Рис. 7. Цена базового актива 

 

Тогда нечеткие цены европейского и американского опционов будет иметь вид: 

 

 
                            Нечеткое число, представляющее цену европейского опциона 

                            Нечеткое число, представляющее цену американского опциона 

Рис. 8. Нечеткие числа, представляющие цены европейского и американского опционов  

(первый расчет) 

 

Значения при 0 0 1 10 : 2,06, 24,51, 3,26, 26,53.L U L Uc c C Cη = = = = =%

%  

 

Результаты второго расчета. 

Проанализируем влияние асимметрии на форму нечеткой цены опциона. Для этого 

положим асимметричной начальную цену акции, оставив остальные параметры без из-

менений. 

Цены американских опционов имеют следующий вид. 
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Рис. 9. Цена базового актива 

 

 

 

                            Нечеткое число, представляющее цену европейского опциона 

                            Нечеткое число, представляющее цену американского опциона 

Рис. 10. Нечеткие числа, представляющие цены европейского и американского опционов  

(второй расчет) 

 

Значения при 0 0 1 10 : 2,06, 54,45, 3,21, 60,44.L U L Uc c C Cη = = = = =%

%  

При сравнении рис. 8 и 10 видно, как изменяются цены европейского и американ-

ского опционов при появлении асимметрии базовой цены актива. Рассматриваемый слу-

чай отражает картину, когда более высокое значение базового актива достовернее, чем 

более низкое. В этом случае цены колл опционов смещены в сторону больших значений 

сильнее, чем цена базового актива. 

Еще один интересный вывод, который можно сделать, говорит, что все найденные 

цены опционов не являются треугольными нечеткими числами, хотя для задания вход-

ных параметров используются треугольные нечеткие числа. 

 

5. Заключение 

 
В настоящее время предложено несколько расчетных схем для включения нечет-

ких значений аргументов в аналитические формулы для безарбитражных цен европей-
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ских опционов. В данной работе предлагается модификация одной из таких расчетных 

схем, по сути, упрощение. 

Проводятся расчеты безарбитражных цен не только европейских, но и американ-

ских опционов при нечетких значениях аргументов. Изучается влияние асимметрии в 

базовой цене актива на цены опционов. 

 

 

 

∗   ∗ 
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