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Сравнение моделей прогноза волатильности 

криптовалют и фондового рынка 

 

Аганин А.Д., Маневич В.А.,  

Пересецкий А.А., Погорелова П.В. 

 

В статье сравниваются между собой GARСH и HAR-модели для прогноза 

на один день вперед реализованной волатильности финансовых рядов. В ка-

честве примера выбрана криптовалюта с наибольшей капитализацией – Bit-

coin. Ее реализованная волатильность вычисляется по внутридневным (внут-

рисуточным – 24 часа) данным, с использованием закрывающих значений 

пятиминутных торговых интервалов. В работе предложен способ вычисле-

ния реализованной волатильности для случая наличия пропусков в пяти-

минутных внутрисуточных данных. Это позволяет добиться сопоставимо-

сти дневных величин реализованной волатильности активов, время торгов 

которых отличается. Среди выбранных для прогнозирования дней практи-

чески в равной степени присутствуют все дни недели. Для сравнения выб-

ран актив – E-mini S&P 500 – фьючерсный контракт, который торгуется 23 часа 

в сутки. Сравнение происходит на интервале наблюдений с 01.01.2018 г. по 

29.12.2021 г. Поскольку на этом интервале могли быть (и были) структур-

ные изменения рынков, то модели оцениваются в скользящих окнах длиной 

399 дней. Для каждого ряда сравниваются 810 GARCH-моделей (с учетом всех 

спецификаций моделей), а также 46312 HAR-моделей (с учетом различных 

преобразований данных 138936 моделей). Для отбора лучших моделей ис-

пользуется MCS-тест (на уровне значимости 0,01). Показано, что GARCH-мо-

дели уступают HAR-моделям в точности прогноза как реализованной вола-

тильности Bitcoin, так и E-mini S&P 500. При этом относительная точность 
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прогноза реализованной волатильности Bitcoin выше, чем точность прогно-

за реализованной волатильности фьючерса E-mini S&P 500. Наименьшие от-

носительные погрешности для прогнозов реализованной волатильности Bit-

coin и E-mini S&P 500 составляют соответственно 29,5 и 36,1%. 
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GARCH-модель; HAR-RV-модель. 
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1. Введение 

 

Первая и занимающая большую часть рынка криптовалют цифровая валюта Bitcoin 

была создана Satoshi Nakamoto – разработчиком или группой разработчиков в 2009 г., 

сразу после финансового кризиса 2008 г. Предполагалось, что Bitcoin станет аналогом 

классических биржевых инструментов и прочих финансовых активов. Его отличитель-

ной особенностью являлась полная децентрализованность сети и анонимность пользо-

вателей, что позволяло совершать неотслеживаемые трансакции. Изначально Bitcoin не 

получил большой популярности или признания, в 2010 г. его стоимость не достигала 

0,5 долл. Первый скачок роста пришелся на 2014 г., тогда его цена достигала почти 1000 

долл. Однако после небольшого пика популярности средняя стоимость криптовалюты 

опустилась до 400 долл. и держалась на таком уровне с небольшими колебаниями 

вплоть до начала 2017 г. В 2017 г. начался сильный рост, который достиг своего пика в 

декабре 2017 г. – стоимость одного Bitcoin достигала 17,5 тыс. долл. Период роста сме-

нился спадом, который длился вплоть до октября 2020 г. Затем Bitcoin начал быстро расти, 

и 10.11.2021 г. его курс превысил 69 тыс. долл. за один Bitcoin, при этом капитализация 

достигла 1260 млрд долл. Далее цена опускалась и в августе 2022 г. была менее 15 тыс. 

долл. и капитализация 460 млрд долл. 

Подобный скачок некоторые исследователи связывают с пандемией коронавиру-

са, а также увеличением возможностей оплаты товаров и услуг криптовалютой. Идея 

создания Bitcoin подтолкнула многих энтузиастов к созданию своих собственных крип-

товалют. Некоторые из них отличаются от Bitcoin по протоколам работы и взаимодей-

ствия, некоторые достигли колоссальной капитализации (Ethereum), однако до сих пор 

Bitcoin является «главной» криптовалютой и, как правило, изменения его курса влекут 

за собой схожие изменения курса прочих криптовалют. 

Высокая волатильность Bitcoin отличает его от классических финансовых инстру-

ментов, таких, например, как индекс S&P 500. Данный индекс является одним из основ-
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ных мировых финансовых индексов, он включает в себя акции 505 крупнейших ком-

паний США. В данный момент его капитализация оценивается в 80% от капитализации 

фондового рынка США, он содержит акции компаний различных секторов экономики, 

как промышленных, так и финансовых компаний. Bitcoin и S&P 500, можно сказать, пред-

ставляют две стороны современного биржевого рынка и их анализ, в общем и целом, 

позволяет судить о прочих участниках рынка. 
Индекс S&P 500 является значительно менее волатильным активом. По объему он 

существенно превосходит рынок Bitcoin. Его капитализация в мае 2022 г. составляла около 

38 трлн долл. 

Задача прогнозирования волатильности финансовых активов является исключитель-

но важной для инвесторов, банков. Под прогнозом волатильности подразумевается прогноз 

(ненаблюдаемой) величины – условной волатильности ( ) ( )2
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. В данной статье используется реализованная волатиль-

ность, поскольку она рассчитывается по большому количеству внутридневных наблюде-

ний в день 1t +  и поэтому содержит меньше шума, чем первые два аналога. Заметим, что 

выбор «оптимальной» модели прогноза зависит также от функции потерь ( )2

1 1
ˆ ,
t t

h
+ +

σL , 

которую использует потребитель прогноза. Потребитель может быть также заинтере-

сован в «оптимальном» прогнозе 
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Значительное количество работ посвящено применению моделей семейства GARCH 

для прогнозирования волатильности курсов традиционных финансовых инструментов, 

акций, индексов и курсов валют. 

Например, Кисинбей [Kisinbay, 2010] использует реализованную волатильность 

для сравнения прогнозов и приходит к выводу, что асимметричные GARCH-модели типа 

EGARCH, APARCH и TS-GARCH по точности прогноза превосходят GARCH при прогнози-

ровании волатильности акций, асимметричные модели также дают дают лучшие прогнозы 

и для валютных курсов. 

Другое направление прогноза волатильности, не использующее параметрические 

модели, – HAR-RV (heterogeneous autoregressive model for realized volatility) модели были 

предложены Корси [Corsi, 2009], после чего появилось множество работ с различными 

усовершествованиями, модификациями и сравнениями этих моделей с уже существую-

щими. 

Авторы работы [Lahaye, Shaw, 2014] рассматривали произвольную нелинейную 

функцию от лагированных дневной, недельной и месячной волатильностей как модель 
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для прогноза реализованной волатильности на один шаг и показали, что для моделиро-

вания индекса S&P 500 достаточно стандартной линейной спецификации HAR-RV(1,5,21) 

модели. В этой модели учитывается гетерогенность рынка, поскольку кроме значения 

реализованной волатильности передыдущего дня в ней используются ее средние за не-

делю (5 торговых дней) и за месяц (21 торговый день). 

В работе [Mastro, 2014] использовалась реализованная волатильность как прокси 

условной волатильности. На примере прогнозирования волатильности фондовых индек-

сов S&P 500, DAX, FTSE 100, NIKKEY 255 было показано, что самая простая HAR-RV-модель 

превосходит модели GARCH(1,1) и EGARCH(1,1). В качестве меры точности прогноза ис-

пользовалась MSE (среднеквадратичное отклонение). 

Сравнительное исследование GARCH и HAR-моделей на данных биржевых активов 

российских компаний проведено в статье [Аганин, 2017]. В работе проведено сравнение 

88 GARCH-моделей с моделями ARFIMA и HAR-RV. В результате было получено, что GARCH 

и ARFIMA-модели уступают моделям семейства HAR в прогнозной силе. 

К 2014 г. развитие рынка Bitcon вызвало интерес к моделированию его волатиль-

ности. Гронвалд [Gronwald, 2014] был одним из первых, кто оценил GARCH-модель со 

скачкообразной интенсивностью доходностей на примере криптовалют. Он обнаружил, 

что цены на Bitcoin характеризуются экстремальными движениями цен, что является 

признаком незрелого рынка, что не удивительно, ведь в 2014 г. рынок криптовалют, 

фактически, только начинал формироваться. 

Авторы исследования [Chen et al., 2016] использовали различные спецификации 

моделей GARCH для анализа индексов CRIX (Cryptocurrency IndeX – индекс, составлен-

ный по 30 криптовалютам), используя ежедневные данные за 2014–2016 гг. Авторы 

пришли к выводу, что модель t-GARCH (1,1) (c t-распределением ошибок) является наи-

лучшей моделью для всех данных выборки на основе критериев AIC и BIC. 

Авторы работы [Pichl, Kaizoji, 2017] использовали модель HAR-RV со скачками, а 

также дневное распределение логарифмов доходности для моделирования волатильно-

сти биткоина. Они обнаружили, что модель HAR-RV-J достаточно хорошо отражает ди-

намику реализованной волатильности биткоина. 

Исследователи [Caporale, Zekokh, 2019] попытались определить набор лучших мо-

делей, используя более 1000 GARCH-моделей для прогнозирования волатильности не-

которых популярных криптовалют. Они пришли к выводу, что стандартные GARCH-моде-

ли недостаточно эффективны для моделирования волатильности криптовалют. 

В работе [Kaya Soylu et al., 2020] волатильность трех криптовалют, Ripple, Ethereum 

и Bitcoin, моделировалась с учетом свойств долгой памяти этих криптовалют. Было по-

казано, что на криптовалютном рынке существует эффект долгой памяти. Получен ре-

зультат, что гиперболическая модель HYGARCH является наиболее подходящей моделью 

для Bitcoin, FIGARCH со скошенным распределением Стьюдента дает лучшие оценки для 

Ethereum, а модель FIGARCH с распределением Стьюдента хорошо подходит для доход-

ности Ripple. 

В работе [Chkili, 2021] исследуется модель длинной памяти и модель переключе-

ния Маркова. Эмпирические результаты указывают на присутствие длинной памяти в 

динамике волатильности рынка биткоина. Модель FIGARCH, явно учитывающая длин-

ную память, превосходит все остальные модели в моделировании волатильности цен на 

Bitcoin. 
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Исследователи [Segnon, Bekiros, 2020] рассматривают GARCH-модели и марковские 

модели переключения для определения режимности Bitcoin и построения прогноза. Ав-

торы подтверждают, что Bitcoin характеризуется сменой режимов, долгой памятью и муль-

тифрактальностью. Мультифрактальные марковские модели переключения и FIGARCH 

превосходят другие модели типа GARCH в прогнозировании волатильности Bitcoin. Более 

того, комбинированные прогнозы улучшают прогнозы, полученные с помощью отдель-

ных моделей. 

В работе [Panagiotidis et al., 2022] проведен широкий сравнительный анализ GARCH-

моделей с 1, 2, 3-мя марковскими режимами переключения для 292 криптовалют. Ока-

залось, что для прогноза волатильности на один шаг для биткоина наилучший результат 

как по MSE и MAE-критериям показывает NGARCH-N c одним режимом (однако для боль-

шинства других криптовалют наилучший результат показали модели с двумя режимами. 

Модели с переключением режимов могут учитывать структурные изменения рынка. 

Эта цель может достигаться также и при оценке моделей в скользящих окнах. 

Авторы работы [Bergsli et al., 2022] сравнивают прогнозы реализованной волатиль-

ности Bitcoin, полученные при помощи различных GARCH и HAR-моделей. Авторы полу-

чили, что EGARCH и APARCH показывают лучшие результаты среди GARCH-моделей. Од-

нако модели HAR работают лучше, чем модели GARCH, основанные на дневных данных. 

Превосходство моделей HAR над моделями GARCH сильнее всего проявляется при прог-

нозировании краткосрочной однодневной волатильности. Погрешности HAR-моделей, 

приведенных авторами, составляют порядка 40–60%.  

В данной работе проводится исследование применимости GARCH-моделей с разно-

образными моделями распределения ошибок, а также HAR-моделей и их различных спе-

цификаций в задачах прогнозирования реализованной волатильности на один шаг впе-

ред в скользящем окне длиной 399 значений с шагом в 5 значений. В качестве примеров 

выбраны Bitcoin и E-mini S&P 500, представляющие криптовалютный и классический фон-

довый рынки. 

Тематика работы [Bergsli et al., 2022] близка к данной, однако в нашей работе мы 

проводим значительно более широкий анализ моделей, не фиксируя порядки недель-

ной и месячной компонент HAR-моделей. Кроме того, для сравнения моделей для Bitcoin 

и E-mini S&P 500 рассматриваются только те дни торговли Bitcoin, в которые также торго-

вался и фьючерс. Отметим, что погрешности прогноза отобранных моделей для Bitcoin 

на 10% ниже, чем в работе [Bergsli et al., 2022]. 

Отличительной чертой работы является перебор значительного числа GARCH 

(810 моделей) и HAR (138936 моделей) для прогнозирования реализованной волатиль-

ности Bitcoin и фьючерса E-mini S&P 500. После построения прогнозов при помощи MCS-

теста проводится отбор наилучших моделей по точности прогноза на один день вперед. 

 

2. Данные 

 

В работе исследуется период с 01.01.2018 г. по 29.12.2021 г. (включительно), все 

данные с частотой 5 минут взяты с сайта finam.ru. 

В качестве представителей рынка криптовалют и фондового рынка для анализа 

выбраны следующие биржевые активы (выбор определен, в том числе, наличием высоко-

частотных данных): 
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• Bitcoin (btc) – криптовалюта с наибольшей капитализацией, фактически наи-

более представительная из криптовалют, с наибольшей историей. Торгуется 24/7. 

• E-mini S&P 500 – это фьючерсный контракт, который торгуется на Чикагской 

товарной бирже (CME), представляющий одну пятую стоимости стандартного фьючерс-

ного контракта на индекс S&P 500. В индекс S&P 500 включены: 400 промышленных 

корпораций, 20 транспортных, 40 финансовых и 40 коммунальных. Почти все компании 

обращаются на NYSE, однако присутствуют и те, которые торгуются на AMEX и Nasdaq. 

Базовым активом для этого фьючерса является значение фондового индекса S&P 500. Дан-

ный фьючерс представляет ценность для исследования, так как он связан с одним из круп-

нейших индексов S&P 500 и торгуется почти полный день. Торговля ведется с 600 воск-

ресенья по 500 пятницы (время Чикагской биржи) с ежедневным перерывом с 500 до 600. 

На рис. 1 представлены средние однодневных доходностей активов, рассчитанных 

в скользящем окне длины 399 дней (шаг скольжения окна 5 дней). Как можно видеть, до-

ходность btc характеризуется довольно сильными изменениями, хотя в целом присутст-

вует восходящий тренд. В то же время для доходностей фьючерса в целом не наблю-

дается таких резких и частых скачков, кроме периодов с марта по апрель 2020 г. и с мая 

по июнь 2021 г. В конце интервала наблюдений средние доходности btc выше, чем до-

ходности фьючеса. Отметим, что значения оси абсцисс соответствуют правому концу 

окна. 
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Рис. 1. Средние однодневных доходностей активов,  

рассчитанных в скользящем окне длины 399 дней 

 

На рис. 2 представлены выборочные дисперсии однодневных доходностей, рассчи-

танные в скользящих окнах длиной 399 дней. Дисперсия доходностей btc выше, чем дис-

персия доходностей фьючеса. Для btc в период с марта по апрель 2020 г. наблюдается 

резкий скачок, а с мая по июнь 2021 г. – падение. Аналогичный подъем есть и на графике 
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E-mini S&P 500, что свидетельствовует о схожести процессов волатильностей активов, 

возникающей в процессе развития рынка криптовалют. Скачок волатильности в начале 

2020 г., вероятно, связан с пандемией COVID-19. 
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Рис. 2. Выборочные дисперсии однодневных доходностей,  

рассчитанные в скользящих окнах длины 399 дней.  

Левая шкала – Bitcoin, правая шкала – E-mini S&P 500 

 

2.1. Реализованные волатильности 

 

В качестве реализованной волатильности используется пятиминутная реализо-

ванная волатильность. Выбор именно таких временных промежутков обусловлен иссле-

дованием [Andersen, Bollerslev, 1998], в котором показано, что значения реализованной во-

латильности, рассчитанные по пятиминутным интервалам, являются наиболее опти-

мальными с точки зрения точности с учетом микроструктуры ошибок, возникающих в 

результате особенностей и специфики финансовых рынков. Ранее такая же форма расче-

та волатильности использовалась в работе [Маневич и др., 2022]. 

Реализованная волатильность в день t  представляется в виде 

(1)  
288

2

,

=1

= ,t t j

j

RV r∑  

где ( ) ( ), , , 1=t j t j t jr log p log p
−

−  – доходности; 
,t jp  – цена актива в день t  на конец внут-

ридневного интервала j  длины 5 минут, с общим числом таких интервалов за один день, 

равным 288. 
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RV, описанная выше, является корнем из реализованной дисперсии (realized varian-

ce). Реализованная волатильность является прокси для ненаблюдаемой волатильности, 

ее непараметрической оценкой. 

В GARCH-моделях используемого программного пакета прогнозируются значения 

условной дисперссии 
t

σ  (в качестве ее прокси берутся RV, указанные выше). В программ-

ном пакете для расчета HAR-моделей прогнозируются реализованные дисперсии, после 

чего от них берутся корни для получения реализованных волатильностей. 

В том случае, кода есть наблюдения по всем пятиминуткам, реализованная вола-

тильность в день t  рассчитывается по формуле (1). Однако есть дни с неполными дан-

ными. В этом случае для получения соизмеримых результатов в данной работе реализо-

ванная волатильность вычисляется следующим образом: 

• если в сутках имеются данные менее чем за 5 часов, то соответствующий день 

удаляется из выборки; 

• при пропуске наблюдений в начале и/или конце суток реализованная волатиль-

ность рассчитывается по имеющимся K  пятиминутным интервалам, а затем приводит-

ся к суточным данным масштабированием: 

(1b)  
2

,

=1

288
= ;

K

t t j

j

RV r
K
∑  

• в случае пропуска данных внутри суток, например, между моментами 
1
j  и 

2
j , 

соответствующая сумма заменяется на квадрат доходности за пропущенный период. 

Таким образом, получена сопоставимость значений дневной реализованной вола-

тильности фьючерса с дневной реализованной волатильностью Bitcoin в разные дни. 

На рис. 3 представлены реализованные волатильности Bitcoin и E-mini S&P 500 в 

логарифмическом масштабе.  
 

 
Рис. 3. Реализованная волатильность Bitcoin (черная линия) и E-mini S&P 500 
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Волатильность Bitcoin выше чем волатильнось E-mini S&P 500. Это соответствует 

тому, что рынок криптовалюты молодой и объем его гораздо меньше, чем объем фондо-

вого рыка. Оба графика демонстрируют волатильность реализованной волатильности. 

 

3. Методология 

 

В данной работе модели сравниваются по точности прогноза волатильности на один 

день вперед. Поскольку в течение рассматриваемого периода изменялись макроэконо-

мические показатели, изменялся объем торговли криптовалютой, то было бы неправиль-

но предполагать постоянство параметров моделей на всем интервале наблюдений. По-

этому каждая из моделей оценивается в скользящем окне длиной 399 дней и делается 

прогноз на один день вперед. Размер окна выбран из соображений получения устойчи-

вых оценок параметров GARCH-моделей. 

Для сокращения времени расчетов шаг сдвига окна выбран 5 дней. Поскольку не-

которые дни пропущены, то получено следующее распределение прогнозов по дням не-

дели (см. табл. 1). В целом, распределение прогнозов по дням недели почти равномер-

ное, что делает результаты репрезентативными. 

Таблица 1.  

Встречаемость дней недели 

 Частота встречаемости Процент от выборки 

День недели:   

понедельник  27/170 15,9 

вторник  27/170 15,9 

среда  31/170 18,2 

четверг  30/170 17,6 

пятница 28/170 16,5 

воскресенье  27/170 15,9 

 

Для сравнения моделей по точности прогноза используется MCS-тест (Model 

Confidence Set), введенный в работе [Hansen et al., 2011]1. Этот тест позволяет учесть 

несовершенство данных, и, при его наличии, выбирается не одна, а несколько моделей, 

которые в равной степени лучше прочих. 

В качестве метрик ошибки в MCS-тесте в работе используются три различные 

функции потерь: 

(2)  ( )
2

= ,
k k

MSE RV h−  

(3)  = ,
k k

MAE RV h−  

                                                 

1 Выбран уровень значимости 0,01. 
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(4)  = 100%,
k k

k

RV h
MAPE

RV

−

⋅  

где 
k
h  – прогноз на момент времени k; 

k
RV  – значение реализованной волатильности 

в день k. Тест проводится на уровне значимости 0,01. 

Сравнение производится по метрикам (2)–(4) для GARCH-моделей и (2)–(3) для 
HAR-моделей. 

В работе рассмотрено 810 моделей типа GARCH и 46312 HAR-моделей трех типов. 
Поскольку MCS-тест является требовательным к мощности компьютера, то для сокра-
щения времени расчетов используется следующая процедура. Для каждого типа моде-
лей отбирались 400 лучших, т.е. с наименьшими значениями средних значений ошибок, 
после чего отобранные модели сравнивались MCS-тестом. Для сокращения объема таблиц 
результатов приводятся только значения функций потерь для наилучшей из моделей, 
отобранных MCS-тестом. 

 

3.1. GARCH-модели 

 
Все GARCH-модели рассматриваются с AR(1)-частью для доходностей (среднее зна-

чение равно нулю): 

1
= ,

t t t
r r

−

φ + ε  

где 
t
r  – доходность в момент t ; φ  – параметр. Предварительный анализ AR-моделей по-

казал, что лаги выше второго незначимы. В скользящих окнах и параметр φ , как правило, 

оказывается незначимым, но он включен в модель для более корректного оценивания 

параметров GARCH-моделей. В работе [Angelidis, 2004] также отмечается, что оценки па-

раметров волатильности в GARCH-моделях практически не зависят от порядка AR-спе-

цификации. 
Для оценивания GARCH-моделей используется метод максимального правдоподо-

бия, с робастными стандартными ошибками и тестами [White, 1982], реализованный в 
пакете «rugarch» языка R2. 

В сравнении участвуют следующие десять GARCH-моделей. 

1. Стандартная GARCH( ,p q ) модель [Bollerslev, 1986]. 

(5)  =

t t t
zε σ , 

(6)  
2 2 2

0

=1 =1

= ,

q p

t i t i j t j

i j

− −

σ α + α ε + β σ∑ ∑  

где 
2

t
σ  – условная дисперсия в момент t ; 

t
r  – доходность в момент t ; , , ,φ θ α β  – пара-

метры, оцениваемые методом максимального правдоподобия; ξ  – шум, от распределе-

ния которого зависит модель (в классической модели . . . (0,1)i i d Nξ∼ ). 

                                                 

2 Package «rugarch» (2022). См.: https://cran.r-project.org/web/packages/rugarch/rugarch.pdf 
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2. Экспоненциальная GARCH-модель – EGARCH [Nelson, 1991]. 

Эта модель учитывает асимметрию влияния положительных и отрицательных шо-

ков. Кроме того, поскольку в уравнении используется логарифм условной дисперсии, то 

прогнозное значение условной дисперсии 
2

t
σ  автоматически положительно (в отличие 

от GARCH( ,p q ) модели). 

(7) ( ) ( ) ( )2 2

0

=1 =1

=

q p

t i t i i t i t i j t j

i j

ln z z E z ln
− − − −

⎡ ⎤σ α + α + γ − + β σ⎣ ⎦∑ ∑  

(параметры ,p q , 
0
a  и векторы , ,α β γ ). 

3. Пороговая GJR-GARCH [Glosten et al., 1993]. 

(8) ( )2 2 2

0

=1 =1

где

1, < 0,
= , =

0, 0

q p
t

t i i t i t i j t j t i

ti j

I I
− −

− − − −

ε⎧
σ α + α + γ ε + β σ ⎨

ε ≥⎩
∑ ∑  

(параметры ,p q , 
0
a  и векторы , ,α β γ ). 

4. Асимметричная степенная ARCH-APARCH [Ding et al., 1993]: 

(9)  ( )0

=1 =1

=

q p

t i t i i t i j t j

i j

λλ λ

− − −
σ α + α ε − γ ε + β σ∑ ∑  

(параметры ,p q , 
0
,a λ  и векторы , ,α β γ ). 

5. Component sGARCH-csGARCH [Lee, Engle, 1999]. 

Эта модель раскладывает условную дисперсию на постоянную и временную ком-

поненты, чтобы исследовать долгосрочные и краткосрочные движения волатильностей. 

(10)  ( ) ( )2 2 2

=1 =1

= ,

q p

t t i t i t i j t j t j

i j

q q q
− − − −

σ + α ε − + β σ −∑ ∑  

(11)  ( )2 2

1 1 1
=

t t t t
q w q

− − −

+ρ + φ ε − σ  

(параметры ,p q , w , ,ρ φ  и векторы ,α β ), где 
t
q  – постоянная компонента условной 

дисперсии. Разница между условной дисперсией и ее трендом ( )2

t j t jq
− −

σ −  является вре-

менной (транзитивной) компонентой условной дисперсии.  

6. ALLGARCH-HGARCH [Hentschel, 1995]. 

(12) ( )( )2 1 2

=1 =1

=

q p

t i t i t i i i t i i j t j

i j

w z z

λλ λ λ

− − − −
σ + α σ − τ − τ − τ + β σ∑ ∑  

(параметры ,p q , ,w λ  и векторы 
1 2

, , ,α β τ τ ). 
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7. Asymmetric Absolute Value GARCH, AVGARCH [Taylor, 1986; Schwert, 1990]. 

(13) ( )( )2 1 2

=1 =1

=

q p

t i t i t i i i t i i j t j

i j

w z z
− − − −

σ + α σ − τ − τ − τ + β σ∑ ∑  

(параметры ,p q , w  и векторы 
1 2

, , ,α β τ τ ). 

8. Threshold GARCH-TGARCH [Zakoian, 1994]. 

(14) ( )1

1 1

q p

t i t t i i t i j t j

i j

w z z
− − − −

= =

σ = + α σ − τ + β σ∑ ∑  

(параметры ,p q , w  и векторы , ,α β τ ). 

9. Nonlinear ARCH-NARCH [Higgins et al., 1992]. 

(15) 
=1 =1

=

q p

t i t i t i j t j

i j

w z

λλ λ λ

− − −
σ + α σ + β σ∑ ∑  

(параметры ,p q , ,w λ  и векторы ,α β ). 

10. Nonlinear Asymmetric GARCH-NAGARCH [Engle, Ng, 1993]: 

(16) ( )
22 2 2

=1 =1

= .

q p

t i t i t i i j t j

i j

w z
− − −

σ + α σ − τ + β σ∑ ∑  

(параметры ,p q , w  и векторы , ,α β τ ). 

Отметим, что модели 1, 3, 4, 7, 8, 9, 10 являются частными случаями модели 6, при 

наложении ограничений на параметры. Конечно, значение функции правоподобия при 

оценке моделей будет наибольшее для модели 6 (без ограничений на параметры). Это, 

однако, не означает, что полная модель будет наилучшей по точности прогноза. 

Каждая из выше перечисленных моделей GARCH-типа оценивается с каждой из де-

вяти моделей условного распределения нормированных ошибок /
t t t
z = ε σ , приведен-

ных ниже. 

1. Стандартное нормальное распределение (norm) с функцией плотности 

(17)  

2

2
1

( ) = .
2

x

x e

−

ϕ

π

 

2. Скошенное нормальное распределение (snorm) [O’Hagan, Leonard, 1976], с плот-

ностью параметра, зависящей от параметра скошенности α : 

(18)  ( ) = 2 ( ) ( )f x x xϕ Φ α , 
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где ( )xϕ и ( )xΦ  – функция плотности вероятности и функция распределения стандарт-

ной нормальной случайной величины. Дисперсия равна 

2

2

2
1

1

α
−

π +α

. 

3. Нормальное обратное гауссовское распределение (nig) 

(19) ( ) ( )( )
( )

( )

22

1
2 2

22

, exp

K x

f x x

x

⎞⎛α δ + −μ⎜ ⎟αδ ⎝ ⎠θ = δ α −β +β −μ
π δ + −μ

, 

где ,x R∈  параметры ( ) ( ) 2 2
> 0, , , 0, , =α β∈ −α α δ∈ ∞ γ α −β ,  

а ( )11

0

1 1
( ) = exp

2 2
K w w u u du

∞

− ⎞⎛
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  – модифицированная функция Бесселя третьего 

рода с индексом единица. 

Дисперсия этого распределения равна ( ) 3/ 2
2 2 2

−

α δ α −β , для нормировки диспер-

сии на единицу можно взять ( )3/ 22 2 2−

δ = α α −β . 

4. t -распределение Стьюдента (std) c v  степенями свободы. 

(20)  

1

2 2

1

2
( ) = 1 .

2

v
v

x
f x

v v
v

+
−

+ ⎞⎛Γ⎜ ⎟ ⎞⎛⎝ ⎠ + ⎟⎜
β⎞⎛ ⎝ ⎠β πΓ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Для нормировки дисперсии на единицу полагаем 
2ν −

β =
ν

. 

5. Скошенное t -распределение Стьюдента (sstd) имеет плотность 

(21)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2
, / ,f z f z I z f z I z

−

ξ = ξ − + ξ⎡ ⎤⎣ ⎦ξ + ξ
 

где ( )f x  плотность распределения Стьюдента, 
1, 0,

( )
0, 0,

z
I z

z

>⎧
= ⎨

≤⎩
. Параметры , ,ξ β ν  вы-

бираются так, что дисперсия равна единице. 

6. Обобщенное распределение ошибок (ged). 

(22)  

( )

0,5

1
1 1

( )
2

kx

k

ke
f x

k

−α
−

β

−+ −
=

βΓ
, 

где , , kα β  – параметры расположения, масштаба и формы. 
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Для нормировки дисперсии на единицу имеем 
( )
( )

1

1/

1
2

3

k
k

k

−

−

−

Γ
β =

Γ
. 

7. Скошенное обобщенное распределение ошибок (sged). 

Функция плотности имеет громоздкий вид и получается из плотности обобщен-

ного распределения ошибок (22) с помощью введения параметра скошенности ξ , ана-

логично (21). 

8. Johnson’s reparametrized SU распределение (jsu). 

Первая версия распределения – Johnson’s SU-распределение было предложено Джон-

соном [Johnson, 1949]. Репараметризация увеличивает куртозис, но, при том, сохраняет 

математическое ожидание и дисперсию обычного Johnson’s SU. 

(23)  
1

2

( )

1

z
f z sh

z

−

⎞⎛ ⎞⎛θ − τ
= ϕ ν + θ ⎟⎜ ⎟⎜ η⎝ ⎠⎝ ⎠⎞⎛ − τ
η + ⎟⎜ η⎝ ⎠

 

(параметры , , ,θ η τ ν ; функция ϕ  – плотность стандартного нормального распределения). 

9. Обобщенное гиперболическое распределение (ghyp). 

(24) ( )
( )

( )

( )

( )

22
1/2

( )

1/2
22

/
; , , , =

2

x

K x

f x e
K

x

λ
λ−

β −μ

−λ

λ

⎞⎛α δ + −μ⎜ ⎟γ δ ⎝ ⎠λ αβ δ μ
π δγ ⎞⎛ δ + −μ α⎜ ⎟

⎝ ⎠

, 

где K
λ

 – модифицированная функция Бесселя третьего рода порядка λ ; δ  – коэффициент 

масштаба; β  – коэффициент ассиметрии. При < 0, > 0, 0λ δ γ ≥ , при = 0, > 0, > 0λ δ γ , 

при > 0, 0, > 0λ δ ≥ γ . 

Отметим, что все распределения 1–9 используются в нормированном виде – со 

средним ноль и дисперсией единица, что соответствует случайной величине 
t
z  в де-

композиции (5) ошибки 
t
ε . 

 

3.2. HAR-модели 

 

В основе HAR-моделей [Corsi, 2009] лежит предположение о неоднородности (гете-

рогенности) рынка. Эти модели используют дневную, недельную и месячную компонеты 

волатильности и позволяют учесть длинную память волатильности и ее устойчивость, 

одностороннее влияние долгосрочной волатильности на краткосрочную. В HAR-моделях 

рассматриваются оценки ненаблюдаемых волатильностей, а именно, реализованные дис-

персии, которые являются квадратами реализованных волатильностей. Модели этого се-

мейства позволяют учесть неоднородность рынка и влияние на моделируемые величины 
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дневных, недельных и месячных лагов реализованной волатильности. В данный момент 

HAR-модели являются, вероятно, наилучшими инструментами для моделирования RV, 

что было также показано в работах [Souček, Todorova, 2014; Lahaye, Shaw, 2014]. 

Так как HAR-модели были созданы для моделирования и прогнозирования класси-

ческих рынков, принято использовать параметры (1,5,21) [Craioveanu, Hillebrand, 2012], 

эффективность которых была показана в работе [Andersen et al., 2007]. Однако, так как в 

данной работе изучается Bitcoin, торгуемый 7 дней в неделю (в работе рассматривается 

6 для сравнимости с E-mini S&P 500), исследуются также и другие порядки лагов. 

В работе для оценивания HAR-моделей применяется пакет «highfrequency» языка 

R3. В описании моделей типа HAR ниже используется 
d

t
RV  – реализованная дисперсия в 

день t , квадрат реализованной волатильности (1)–(1b); ее средние за недельный и ме-

сячный периоды вычисляются по формулам 

(25)  
1

0

1
w

w d
t t j

j

RV RV
w

−

−

=

= ∑ , 
1

0

1
m

m d
t t j

j

RV RV
m

−

−

=

= ∑ .  

В стандартной HAR-RV-модели [Corsi, 2009] для фондового индекса используются 

5, 21w m= = . Поскольку торговля криптовалютой отличается от обычной биржевой тор-

говли, то в данной работе используются все пары ( , )m w , где 4 7w≤ ≤  и 21 27m≤ ≤ . 

В обобщениях HAR-моделей участвуют: 

• Realized bipower variation. Эта величина является альтернативной оценкой реа-

лизованной дисперсии, робастной при наличии редких скачков [Barndorff-Nielsen, She-

pard, 2004]: 

(26)  
1

, 1,

=1

=

N

t j t j t

j

BPV r r

−

+∑ ; 

• Realized quarticity участвует в оценке точности реализованной волатильности. 

Включение ее в HAR-модель позволяет учесть влияния скачков реализованной волатиль-

ности [Corsi et al., 2005]:f 

(27)  
4

,

=1

= .
3

N

t j t

j

N
RQ r∑  

• Jump [Barndorff-Nielsen, Shepard, 2004] является оценкой квадратичной вариа-

ции компоненты скачков: 

(28)  ( )= , 0 .
d

t t t
J max RV BPV−  

• Continuous sample path представляет непрерывную компоненту RV [Andersen et 

al., 2007]: 

(29)  
d

t t t
C RV J= − . 

                                                 

3 Package «highfrequency» (2022). См.: https://cran.r-project.org/web/packages/highfrequency/ 

highfrequency.pdf 
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Поскольку есть пропуски в данных, то к вычислению 
t

BPV (26), 
t

RQ (27) применя-

ется нормировка, аналогичная нормировке (1b) для реализованной дисперсии. 

Средние значения , ,
t t t

BPV RQ J  за неделю и месяц вычисляются аналогично (26). 

Заметим, что для HAR-модели проводится перебор двух параметров – недельная 

компонента принимает 4 различных значения, а месячная компонента 7 значений, таким 

образом, получается 4 × 7 = 28 конфигураций моделей. Аналогично, HARQJ содержит 3 ком-

поненты, каждая из которых имеет 2 параметра (недельный и месячный), таким образом, 

проводится перебор по 3 параметрам, принимающим 4 значения, и 3 параметрам, прини-

мающим 7 значений, и получается 4 × 4 × 4 × 7 × 7 × 7 = 21952 моделей. В целом, с перебо-

ром всех параметров гетерогенности ,m w  всех моделей рассматривается 46312 моделей 

для каждого из исследуемых рядов данных. 

Так как сама реализованная волатильность обладает логнормальным распределе-

нием, рассматривается также и логарифмическая спецификация всех моделей, т.е. вместо 

всех исходных величин берутся их натуральные логарифмы. Другой подход заключается в 

моделировании стандартных отклонений, т.е. корней из реализованной дисперсии (кор-

невая спецификация). В работе оцениваются следующие модели, а также их логарифмиче-

ская и корневая спецификации, таким образом в работе оценивается 138936 (46312 × 3) 

различных моделей типа HAR: 

1. HAR (w,m) [Corsi, 2009]: 

1 0 1 2 3 1
= .

d d w m

t t t t t
RV RV RV RV

+ +
β +β +β +β + ε  

2. HARJ (w,m) с порядком BPV (
1 1
,w m ) – HAR со скачками [Andersen et al., 2007]: 

1 1

1 0 1 2 3 4 5 6 1
= .

w md d w m d

t t t t t t t t
RV RV RV RV J J J

+ +
β +β +β +β +β +β +β + ε  

3. HARCJ (w,m) с порядком BPV (
1 1
,w m ) – HAR with Jump and Continuous sample Path 

[Andersen et al., 2007]: 

1 1

1 0 1 2 3 4 5 6 1
= .

w md d w m d

t t t t t t t t
RV C C C J J J

+ +
β +β +β +β +β +β +β + ε  

4. HARQ (w,m) с порядком RQ (
1 1
,w m ) – HAR with Realized Quarticity. В пакете реа-

лизована модель, являющаяся модификацией модели из работы [Bollerslev et al., 2016]: 

1 1

1 0 1 2 3 4 5 6 1
= .

w md d w m d

t t t t t t t t
RV RV RV RV RQ RQ RQ

+ +
β +β +β +β +β +β +β + ε  

5. HARQJ(w,m) с порядками BPV (
1 1
,w m ) и RQ (

2 2
,w m ) – HAR with Realized Quartici-

ty and Jump [Bollerslev et al., 2016]: 

1 1

1 0 1 2 3 4 5 6

2 2

7 8 9 1

=

.

w md d w m d

t t t t t t t

w md

t t t t

RV RV RV RV J J J

RQ RQ RQ

+

+

β +β +β +β +β +β +β +

+β +β +β + ε
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6. CHAR(w,m) – HAR with Continuous sample path [Andersen et al., 2007]. В данной мо-

дели 
t

C  соответствует непрерывному компоненту 
d

t
RV  и оценивается как 

t
BPV : 

1 0 1 2 3 1
= .

d d w m

t t t t t
RV BPV BPV BPV

+ +
β +β +β +β + ε  

7. CHARQ (w,m) с порядком RQ (
1 1
,w m ) – HAR with Realized Quarticity and Continuous 

sample path. В пакете реализована модель, являющаяся модификацией модели из работы 

[Bollerslev et al., 2016]: 

1 1

1 0 1 2 3 4 5 6 1
= .

w md d w m d

t t t t t t t
RV J J J RQ RQ RQ

+ +
β +β +β +β +β +β +β + ε  

В логарифмической и корневой спецификациях вместо 
d

t
RV  и прочих составляю-

щих , ,
t t t

RQ BPV J  берутся соответственно ( )d

t
ln RV  и 

d

t
RV . 

 

4. Результаты 

 

В табл. 2 приведены лучшие модели для реализованных волатильностей исследуе-

мых процессов. В первом столбце указана метрика и количество отобранных в этой мет-

рике MCS-тестом моделей. В столбце «Лучшие модели» находятся модели с наименьшей 

погрешностью в указанной метрике из всех отобранных в этой метрике MCS-тестом мо-

делей. Последние два столбца показывают соответствующие погрешности выбранных 

моделей. Строка Benchmark содержит значения погрешностей MAE, MAPE для «эталон-

ных» моделей GARCH(1,1)-norm и HAR_RV(5,21) или их модификаций с ( )d

t
ln RV  и 

d

t
RV . 

 

4.1. Bitcoin. GARCH 

 

Далее представлены лучшие GARCH-модели для прогноза реализованной вола-

тильности Bitcoin. 

Как можно видеть из табл. 2, наилучшая GARCH-модель для Bitcoin обладает MAPE 

больше 30%, а модели с наименьшими показателями погрешностей отобраны в MAPE 

и MAE-метриках. 

Таблица 2.  

Лучшие GARCH-модели для прогноза реализованной волатильности Bitcoin 

 Лучшие модели MAE MAPE, % 

Метрика, количество отобранных 

MCS-тестом моделей: 

   

MAE, 1  csGARCH(1,0)-snorm 0,01277 33,45 

MSE, 7  csGARCH(2,2)-snorm 0,01415 46,11 

MAPE, 1  csGARCH(1,0)-ged 0,01277 33,45 

Benchmark  GARCH(1,1)-norm 0,01521 49,51 
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Также среди всех отобранных моделей наблюдаются только модели csGARCH со 

скошенным нормальным распределением и обощенным распределением ошибок. Bench-

mark-модель уступает всем выбранным моделям. 

 

4.2. Bitcoin. HAR-RV 

 

В табл. 3 представлены лучшие модели среди HAR-RV для прогноза реализован-

ной волатильности Bitcoin. Модели, выбранные в метриках MSE и MAPE, совпадают. Од-

нако они хуже большей части отобранных GARCH-моделей с точки зрения точности прог-

ноза. Benchmark-модель сопоставима с отобранными во всех метриках моделями. 

Таблица 3.  

Лучшие HAR-RV-модели  

для прогноза реализованной волатильности Bitcoin 

 Лучшие модели MAE MAPE, % 

Метрика, количество отобранных

MCS-тестом моделей 

   

MAE, 400  HARJ_RV(7,27)_BPV(7,26) 0,01376 45,92 

MSE, 400  HAR_RV(4,21) 0,01377 45,20 

MAPE, 400  HAR_RV(4,21) 0,01377 45,20 

Benchmark  HAR_RV(5,21) 0,01399 45,72 

 

В табл. 4 представлены лучшие модели из HAR- RV . Средние относительные по-

грешности близки друг к другу, и среди отобранных моделей присутствуют только мо-

дели с учетом скачка – HARJ. В целом средние относительные погрешности меньше, чем 

для линейной спецификации и составляют порядка 33,4%. Это сопоставимо с лучшими 

GARCH-моделями и немного превосходит их. Модели, отобранные по метрикам MSE и 

MAPE, совпадают. Benchmark-модель несколько уступает всем выбранным моделям. 

Таблица 4.  

Лучшие HAR- RV -модели  

для прогноза реализованной волатильности Bitcoin 

 Лучшие модели MAE MAPE, % 

Метрика, количество отобран-

ных MCS-тестом моделей: 

   

MAE, 9  HARJ_RV(6,27)_BPV(7,24) 0,01193 33,46 

MSE, 27  HARJ_RV(6,27)_BPV(5,23) 0,01200 33,34 

MAPE, 166  HARJ_RV(6,27)_BPV(5,23) 0,01200 33,34 

Benchmark  HAR_RV(5,21) 0,01227 34,00 
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В табл. 5 представлены лучшие модели из HAR-ln(RV). Результаты данных моделей 

лучше прогнозов классических HAR-RV и GARCH-моделей, их средние относительные по-

грешности составляют около 30%. В MAE и MSE отобрано всего по одной модели се-

мейства CHARQ, в то время как в MAPE выбрано множество равномощных моделей. В ос-

новном выбраны модели с порядком RV части 27 и порядком RQ части 24. Benchmark-мо-

дель несколько уступает всем выбранным моделям. 

Таблица 5.  

Лучшие HAR-ln(RV)-модели  

для прогноза реализованной волатильности Bitcoin 

 Лучшие модели MAE MAPE, % 

Метрика, количество отобран-

ных MCS-тестом моделей: 

   

MAE, 1 CHARQ_RV(5,27)_BPV(4,26)_RQ(5,24) 0,01146 29,74 

MSE, 1 CHARQ_RV(7,27)_BPV(6,24)_RQ(7,22) 0,01155 30,25 

MAPE, 94 HARQJ_RV(5,27)_BPV(4,21)_RQ(6,24) 0,01165 29,51 

Benchmark  HAR_RV(5,21) 0,01192 30,51 

 

На рис. 4 представлены реализованная волатильность Bitcoin и две модели из се-

мейств GARCH и HAR-ln(RV), которые определены как лучшие MCS-тестом и отобраны как 

модели с наименьшей средней относительной погрешностью. График построен в лога-

рифмических шкалах. Как можно видеть, HAR-модель лучше и точнее моделирует пики 

и всплески исследуемого ряда данных, в то время как GARCH-модель скорее усредняет 

данные, как правило, слабо улавливая пики. Для GARCH-модели средняя относительная 

погрешность прогноза равна 48% в периоды малой волатильности (меньше 0,025) про-

тив 34% в периоды большей волатильности (более 0,045). Для HAR-модели средняя от-

носительная погрешность прогноза равна 40 и 34% соответственно. Таким образом мож-

но сказать, что в периоды большей волатильности модели показали более хорошие прог-

нозные способности. 

Для визуализации точности прогноза на рис. 5 представлена диаграмма рассея-

ния для реализованной волатильности Bitcoin и ее прогноза по лучшей из GARCH и HAR-

моделей. График также представлен в логарифмических шкалах. 

В целом лучше всего себя показали логарифмические спецификации HAR-моде-

лей, что согласуется с тем, что реализованные волатильности имеют логнормальное 

распределение, и с результатами, полученными в работе [Аганин, 2017]. Точность прог-

ноза 30%, вероятно, не является впечатляющей, однако модели показывают свою при-

годность к моделированию процесса с точки зрения отражения основных закономерно-

стей и трендов, что в дальнейшем может быть применено, например, в гибридных нейро-

сетевых моделях. 
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Рис. 4. Черная сплошная линия – реализованная волатильность Bitcoin,  

пунктир и серая – ее прогнозы по лучшим GARCH и HAR-моделям 

 

 

Рис. 5. Диаграмма рассеяния. По горизонтали – реализованная волатильность Bitcoin,  

по вертикали ее прогноз по модели HARQJ_RV(5,27)_BPV(4,21)_RQ(6,24) 
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4.3. E-mini S&P 500. GARCH 

 
В табл. 6 представлены лучшие GARCH-модели для реализованной волатильности 

фьючерса E-mini S&P 500. Как можно видеть, относительные погрешности больше соот-
ветствующих погрешностей для Bitcoin. (Абсолютные погрешности меньше, просто по 
той причине, что волатильность Bitcoin выше, чем волатильность фьючерса, см. рис. 3). 

В целом, результаты схожи с результатами для Bitcoin, вероятно, для практических 
целей точность моделей недостаточна, однако они неплохо способны улавливать основ-
ные паттерны поведения исследуемых рядов, что может быть применено в гибридных мо-
делях. Также стоит отметить, что единственная модель, отобранная в метрике MAPE, имеет 
наименьшую из всех погрешность 47,2% и является моделью csGARCH со скошенным нор-
мальным распределением остатков. Benchmark-модель уступает выбранным моделям. 

Таблица 6.  

Лучшие GARCH-модели  

для прогноза реализованной волатильности E-mini S&P 500 

 Лучшие модели MAE MAPE, % 

Метрика, количество отобранных 

MCS-тестом моделей: 

   

MAE, 7 NAGARCH(1,2)-std 0,004029 54,80 

MSE, 47 NAGARCH(1,2)-jsu 0,004081 58,10 

MAPE, 1 csGARCH(1,0)-snorm 0,004178 47,18 

Benchmark GARCH(1,1)-norm 0,004623 61,97 

 

4.4. E-mini S&P 500. HAR 

 
В табл. 7 приведены результаты лучших HAR-RV для прогнозирования реализо-

ванной волатильности E-mini S&P 500. Во всех метриках в качестве лучших выбраны 
HARJ-модели. Все модели практически равномощны, однако модели, отобранные в мет-
рике MAPE, обладают несколько меньшими значениями относительных погрешностей. 
Все модели имеют большие средние относительные погрешности порядка 50%. Что, 
впрочем, меньше, чем погрешности для большинства отобранных GARCH-моделей. Bench-
mark-модель несколько уступает всем выбранным моделям. 

Таблица 7.  

Лучшие HAR-RV-модели  

для прогноза реализованной волатильности E-mini S&P 500 

 Лучшие модели MAE MAPE, % 

Метрика, количество отобран-

ных MCS-тестом моделей: 

   

MAE, 41 HARJ_RV(4,25)_BPV(7,22) 0,003819 50,82 

MSE, 54 HARJ_RV(4,25)_BPV(5,26) 0,003823 51,76 

MAPE, 4 HARJ_RV(5,26)_BPV(7,22) 0,003884 47,69 

Benchmark HAR_RV(5,21) 0,003883 52,13 
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Лучшие модели среди HAR- RV -моделей для прогнозирования реализованной во-

латильности E-mini S&P 500 представлены в табл. 8. Выбраны в основном HARQJ-модели, и 

нельзя однозначно определить общий порядок всех компонент, так как среди множе-

ства выбранных моделей присутствуют компоненты всех порядков. Как можно видеть, 

погрешности значительно снизились относительно погрешностей классических HAR-RV 

(табл. 7) и составляют около 41%, кроме единственной модели, выбранной в метрике MAPE, 

ее погрешность составляет 39,6%. Benchmark-модель уступает всем выбранным моделям. С 

точки зрения MCS-теста все 400 моделей по метрике MAE примерно равноценны. 

Таблица 8.  

Лучшие HAR- RV -модели  

для прогноза реализованной волатильности E-mini S&P 500 

 Лучшие модели MAE MAPE, % 

Метрика, количество отобран-

ных MCS-тестом моделей: 

   

MAE, 400 HARQJ_RV(7,24)_BPV(4,25)_RQ(7,26) 0,003146 40,44 

MSE, 159 HARQJ_RV(7,23)_BPV(5,24)_RQ(5,25) 0,003186 41,23 

MAPE, 1 CHARQ_RV(5,24)_BPV(7,27)_RQ(4,22) 0,003328 39,59 

Benchmark HAR_RV(5,21) 0,003464 41,40 

 

Результаты для HAR-ln(RV)-моделей представлены в табл. 9. Логарифмическая спе-

цификация моделей позволила улучшить получаемые прогнозы, средние относительные 

погрешности снизились в среднем до 36–37%. Benchmark-модель уступает всем выбран-

ным моделям. С точки зрения MCS-теста все 400 моделей по метрикам MAE и MSE при-

мерно равноценны. 

Таблица 9.  

Лучшие HAR-ln(RV)-модели  

для прогноза реализованной волатильности E-mini S&P 500 

 Лучшие модели MAE MAPE, % 

Метрика, количество отобран-

ных MCS-тестом моделей: 

   

MAE, 400 HARCJ_RV(5,27)_BPV(5,24) 0,003211 36,37 

MSE, 400 HARCJ_RV(5,27)_BPV(4,24) 0,003216 36,38 

MAPE, 3 CHAR_RV(5,24) 0,003377 36,12 

Benchmark HAR_RV(5,21) 0,003452 37,19 

 

На рис. 6 представлены в логарифмической шкале реализованная волатильность 

E-mini S&P 500 и ее прогноз по двум моделям из семейств GARCH и HAR-ln(RV), которые 

определены как лучшие MCS-тестом и отобраны как модели с наименьшей средней от-
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носительной погрешностью. HAR-модель значительно лучше и точнее моделирует пик 

исследуемого ряда данных, в то время как GARCH-модель усредняет значения, показы-

вая основную динамику процесса. Отметим, что, парадоксально, относительная погреш-

ность прогноза реализованной волатильности E-mini S&P 500 несколько ниже, чем Bitcoin. 

Для визуализации точности прогноза на рис. 7 представлена диаграмма рассеяния 

для реализованной волатильности E-mini S&P 500 и ее прогноза по лучшей из GARCH и 

HAR-моделей. График также представлен в логарифмических шкалах. 

 

Рис. 6. Черная сплошная линия – реализованная волатильность E-mini S&P 500,  

пунктир и серая – ее прогнозы по лучшим GARCH и HAR-моделям 

 

 
Рис. 7. Диаграмма рассеяния. По горизонтали – реализованная волатильность E-mini S&P 500,  

по вертикали – ее прогноз по модели CHAR_RV(5,24) 
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В целом, по полученным моделям нельзя однозначно определить оптимальные по-

рядки компонент ,w m , полученные для близких значений порядков результаты почти 

не различаются. Лучшими с точки зрения величины средней относительной погрешно-

сти являются логарифмические спецификации HAR-моделей, что согласуется с тем, что 

реализованные волатильности имеют логнормальное распределение и с результатами, 

полученными в работе [Аганин, 2017]. 

Таким образом, наилучшая по точности модель позволила достичь средней отно-

сительной погрешности в 36%, что, вероятно, неудовлетворительно для решения прак-

тических задач прогнозирования, но все же значительно лучше, чем результаты GARCH-

моделей для аналогичного ряда данных. 

 

5. Заключение 

 

В работе были получены следующие результаты. 

• GARCH-модели уступают HAR-моделям в точности прогноза реализованной во-

латильности как Bitcoin, так и E-mini S&P 500. 

• Для лучших HAR-моделей относительная точность прогноза реализованной во-

латильности Bitcoin выше, чем для E-mini S&P 500. Возможно, это говорит о большей сег-

ментированности (гетерогенности) рынка Bitcoin. Наименьшие средние относительные по-

грешности (MAPE), которых удалось достичь, – 29,51 и 36,12% для Bitcoin и E-mini S&P 500 

соответственно. 

• Cреди всех отобранных моделей семейства GARCH большинство моделей для 

Bitcoin принадлежат семейству csGARCH. Такие модели позволяют учесть как долгосроч-

ные, так и краткосрочные движения волатильностей. Это может указывать на наличие 

как долгосрочных, так и краткосрочных зависимостей в Bitcoin. 

• Для обоих исследуемых временных рядов лучшие результаты показали модели 

спецификации HAR-ln(RV), что согласуется с логнормальной природой самой реализован-

ной волатильности. 

• Для обоих временных рядов в числе лучших HAR-моделей были выбраны моде-

ли, которые учитывают не только гетерогенность рынка, но также непрерывную компо-

ненту и скачки. Такие модели по точности прогноза несколько превосходят стандартную 

HAR(5,21)-модель. Отметим, что поскольку данные используются по 6 дням в неделю, 

то месячная компонента в лучших моделях использует 25–27 наблюдений, что как и в 

стандартной HAR(5,21)-модели соответствует периоду в один месяц. 

• Средняя относительная ошибка прогноза по HAR-ln(RV)-моделям для Bitcoin 

меньше, чем для E-mini S&P 500 (29,5 и 36,1% соответственно). 

• Средняя относительная ошибка прогноза по GARCH-моделям для Bitcoin также 

меньше, чем для E-mini S&P 500 (33,5 и 47,2% соответственно). 

Полученные результаты о «лучших» GARCH и HAR-моделях могут быть использо-

ваны в постоении гибридных моделей машинного обучения, которые в последнее время 

активно развиваются (см., например: [Kim, Won, 2018; Shen Z. et al., 2021]). 
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sible to achieve comparability of the daily values of the realized volatility of assets with differ-

ent trading times. All days of the week are almost equally present among the days selected for 

forecasting. For comparison, a stock market asset was chosen, E-mini S&P 500, a futures con-
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